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KVANTITATIIVSED MEETODID

SISSEJUHATUS

Otsuse langetamine tdhendab valiku tegemist alternatiivsete variantide vahel. Intuitiivsel
otsustamisel tuginetakse eelnevale kogemusele ja ldbitakse otsustusprotsessi etapid iseendale
markamatult. Ratsionaalsel otsustamisel tuginetakse alternatiivsete variantide voimalike
tagajiargede kvantitatiivse analiiiisi tulemustele.

OTSUSTAMINE

¢ N\

INTUITIIVNE RATSIONAALNE
Majandamis- Arvutustehnika
lrifjlli(u%nd arenemisel
suurenevad

. RATSIONAALNE - )

keerulisemaks VAJADUS OTSUSTAMINE < VOIMALUSED 1‘201mah'lselg lpfo
ogumiseks ja

Konkurents tootlemiseks
tugevneb

Teaduslik juhtimine (scientific management) on teadusliku uurimise, analiiiisi ja jarelduste tegemise
meetodite rakendamine juhtimistegevuses.

Moningaid probleeme, mille lahendamisel saab akasutada kvantitatiivseid meetodeid:
Prognoosimine: Kui suur on ndudlus jargmisel kuul, kahe kuu pérast? Kuidas muutub
turusituatsioon? Kui suurt kasumit on jargmise viie aasta jooksul oodata?

Finantsid: Kui palju raha on vaja? Kust me selle leiame? Kui kalliks see 1&dheb?

Inimresurss: Kui palju tootajaid on vaja? Millised peavad olema nende oskused?

Varude juhtimine: Kui suur peab olema kaubavaru? Kui tihti ja kui suurte partiide kaupa tellida?
Jirjekorrad: Kui palju teenindajaid on vaja? Kui pikaks voib kasvada jarjekord? Kui palju kliente
vOime jirjakorra tottu kaotada?

Logistika: Kus on kdige otstarbekam toota? Milliseks kujunevad transpordikulud?
Projektijuhtimine: Millises jarjekorras tuleb toid teostada? Milline on projekti tititmise minimaalne
aeg? Kui palju me vajame ressursse?

Kvaliteedikontroll: Mis mdjutab toote kvaliteeti? Kuidas ennetada praaki?

Millised on enamkasutatavad kvantitatiivsed meetodid? Alljargnev tabel on koostatud 1983 .a USA-s
labiviidud kiisitluse pdhjal [1].

G.A. Forgionne “Corporate Management Science Activitise” Interfaces 13, n3 (1983):20-3
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Meetod Protsent vastanutest
Mitte kunagi Keskmiselt Sagedasti
Statistika 16% 38,7% 59,7%
Simulatsioonid arvutil 12,9% 53,2% 33,9%
Vorkgraafikud 25,8% 53,2% 21,0%
Lineaarne planeerimine 25,8% 59,7% 14,5%
Jarjekorrateooria 40,3% 50,0% 97%
Mittelineaarne planeerimine 53,2% 38,7% 81%
Diinaamiline planeerimine 61,3% 33,9% 48%
Minguteooria 69,4% 27.4% 32%

Enamik meetoditest vajab suuremahulisi arvutusi. Kasutatakse tabelarvutust ja on ka hulgaliselt
spetsiaalseid tarkvarapakette.

II. STATISTILISED MEETODID

1. Ulevaade statistika pohialustest
1.1. PGhimdisted

Objekt, element - indiviid, ndhtus, ese vims mille kohta kogutakse informatsiooni, mida
moddetakse, vaadeldakse, kiisitletakse.

Tunnus (variable)- néitaja, mida moddetakse ja mis voib erinevatel objektidel omada erinevaid
vadrtusi. Tunnused voivad olla uuritavad ja taust- ehk abitunnused.

Varieerumine, hajumine - tunnus omandab erinevaid védartusi.

Uldkogum, populatsioon (population)- objektide hulk, millekohta soovitakse saada informatsiooni
et lahendada piistitatud probleemiilesannet.

Osakogum - iildkogumi alamhulk, mis on fikseeritav tausttunnuse voi uuritava tunnuse véartuse
jérgi ja mida soovitakse eraldi uurida.

Valim (sample) - kogumi alamhulk, mida uuritakse ja mille pdhjal tehakse jareldusi kogumi kohta.
Mootmismeetod - meetod, kuidas uuritavate objektide kohta informatsiooni saadakse.

Mootmisvahend - vahend, mille abil mooddetakse tunnuse vaartusi. Mo6tmisvahendiks voib olla
ankeet, kiisimused, mis esitatakse suuliselt, mingi fiiiisiline instrument (kell).

Probleemiilesanne - vastava ainevaldkonna iilesanne, mille lahendamiseks saab kaasa aidata
statistiline uuring. Probleemiilesande analiiiis peab selgitama vajaduse statistilise iilesande jarele.

Statistiline iilesanne - lilesanne, mida saab lahendada statististiliste meetoditega. Statistiline
ilesanne piistitatakse, ldhtudes probleemiilesandest. Fikseeritakse tildkogum, uuritavad tunnused ja
abitunnused., valimi votmise meetod, kasutatavad hinnangufunktsioonid, véljastatavad tabelid.,
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lisatavad usaldushinnangud. Valikumeetodi ja valimi mahu planeerimisel tuleb arvestada
olemasoleva aja, majanduslike ja tehniliste ressurssidega.

1.2. Mddtmisskaalad

Objekti iseloomustavate tunnuste viédrtuste madramiseks kasutatakse erinevaid tiitipi skaalasid..

1. Nimi- ehk nominaalskaala (nominal, categorical). Kasutatakse objektide eristamiseks.

Niiteks sugu (mees/naine), rahvus, huvid, lemmikvérvid, iluuisutajate numbrid (nende numbritega ei
saa teha statistilisi arvutusi), telefoninumbrid. Kui uuritava objekti tunnuse vairtused on toodud
nominaalskaalal, siis nimetatakse seda nominaaltunnuseks. Nominaaltunnuse jirgi saab objekte
liigitada. Ainuke tehe, mida saab teha, on loendamine ja vastavate sageduste leidmine.
Nominaaltunnuse erijuhuks on kahevédrtuseline tunnus ehk dihhotoomne tunnus. Niiteks sugu
(mees/ naine), vastus kiisimusele (jaa/ei, poolt/vastu).

2. Jarjestuskaala ehk astmeline skaala (ordinar). Vdimaldab elemente uuritava tunnuse alusel
jarjestada. Pole garanteeritud, et intervallid skaalajaotuste vahel on iihesugused.

Niiteks vaidrtushinnangud: “viga halb”, “halb”, “hea”, “vdga hea”. Koolihinded vdib reastada
kasvavas voi kahanevas jérjestuses, kuid nende intervallid pole vordsed. Ei néita, kui palju kdrgem
tase madalamast erineb. Seetdttu on statistilised arvutused koolihinnetega (aritmeetilise keskmise
leidmine) ebakorrektsed. Niiteks 50 cm on 10 korda pikem 5 cm-st. Ei saa viita aga, et hinde "4"
saanud Opilane on oma teadmistelt tipselt kaks korda tugevam hinde "2" saanust.

Jéarjestuskaalas moddetud suurustega voib teha tehteid, mis ei muuda tunnuse véértuste jérjekorda.
Niiteks numbriliste vadrtuste asendamine tdhestiku jarjekorras tdhtedega, logaritmimine, ruutu
tostmine.Ei tohi liita ja lahutada, leida aritmeetilist keskmist vms.

3. Intervallskaala (scale). Skaalajaotuse intervallid on tépselt tihepikkused.

Niiteks inimese vanus, testimisel saadud digete vastuste arv, iilesande lahendamiseks kulunud aeg,
pulsi sagedus, tootajate arv.

Intervallskaalad jagunevad veel kaheks:

> vahemikskaala - nullpunkti asukoht on kokkuleppeline (Celsiuse skaala temperatuuri
mootmiseks, aeg). Voib leida vahesid, ei tohi leida suhteid.
> suhteskaala - nullpunkt on fikseeritud absoluutselt (pikkus, kaal).

Intervallskaala voib olla
a) diskreetne,
b) pidev.

Informatiivsuse poolest on nominaalskaala kdige madalam ja intervallskaala kdige korgem.
Nominaaltunnuseid ja jédrjestustunnuseid nimetatakse ka kvalitatiivseteks tunnusteks. Intervallskaalal
mdddetud tunnuseid nimetatakse kvantitatiivsteks ehk lihtsalt arvtunnusteks.

Arvtunnuse vdib teisendada jérjestustunnuseks voi nominaaltunnuseks. Vastupidine teisendus ei ole
tildiselt voimalik.

Madalama taseme skaala korral kasutatavad meetodeid voib kasutada ka korgema taseme skaala
korral. Vastupidine pole voimalik.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Statistilise analiiiisi meetodi valik soltub sellest, millist skaalat on tunnuse
mootmiseks kasutatud.

1.3. Statistiliste vaatluste liigitus

. Liigitus vaatluse otstarbe jargi:

1. Esmased ehk primaarsed. Korraldatakse otseselt antud uurimisprobleemi lahendamiseks.
2. Teisesed ehk sekundaarsed. Varem teiste poolt kogutud andmeid kasutatakse konreetse
uurimisprobleemi lahendamiseks.

. Liigitus andmete hankimise viisi jargi:

VAATLUS
[ |
OTSENE VAATLUS KUSITLUS DOKUMENTAALVAATLUS
\

I ]
ANKEETVAATLUS SUULINE KUSITLUS KORRESPONDENTVAATLUS
(Iseregistreerimine) (vestlus, intervjuu)

1. Otsese vaatluse puhul registreerib vaatleja oma silmaga vaatluse ajal nihtud tdsiasju.
Niiteks ostjate registreerimine, liiklusvaatlused.

2. Kiisitluse ajal registreeritakse kiisitletavatelt isikutelt saadud vastused.

a) suuline kiisitlus (vestlus, intervjuu), kus vaatlusalusega vesteldakse ja saadud vastused
registreeritakse varem koostatud kiisitluslehele;

b) ankeetvaatlus (ankeetmeetod), mille puhul lastakse uuritavatel vastata kirjalikult ankeetlehe
kiisimustele;

¢) korrespondentvaatlus, kus korrespondendid (eraisikud voi firmad) regulaarselt koguvad ja
saadavad andmeid varem koostatud programmi vai kiisitluslehe alusel.

3. Dokumentaalvaatlus kujutab endast kirjalikul (vdi elektroonsel) kujul olevate allikate (aruandlus,
arhiividokumendid, andmebaasid) uurimist.

Statistilise andmestiku kogumisel on kaks voimalust: modta koiki tildkogumi objekte (kdikne
statistika) voi ainult teatavat osa nendest.

. Liigitus vaatlusobjekti h6lmamise ulatuse jirgi.

1. Monograafilise vaatluse korral jdlgitakse ainult iihte elementi ja tehakse selle alusel jareldus kogu
kogumi kohta.

2. Vordlev- monograafilise vaatluse puhul voetakse vaatlusobjektist (grupist) vilja kaks erinevat,
enamasti kaks ddrmist elementi (parim ja halvim firma).

3. Pdhimassi vaatlusega hdlmatakse peamine osa vaatlusobjektist, korvalise tdhtsusega osa jaetakse
vilja (turu-uuringud).

Naiteks, kui kollektiivis on moned liikmed teistega vorreldes véga erinevad oma voimetelt, voivad nad vaatlustulemusi
adrmuslikult mojutada ja nad jéetakse tavaliselt vaatlustest vilja.

4. Viljavottelise vaatluse puhul holmatakse objektist ainult suhteliselt vdike osa. Mitmesuguste
meetoditega valitakse lildkogumist vilja nn viljavotukogum ehk valim. Mida iihtlasem on
tildkogum, seda vdiksem voib olla viljavotukogum.

5. Kdikne statistika. Vaadeldakse kogu tildkogumit. Néit rahvaloendus.

. Liigitus vaatluse sageduse jargi.
1. Pideva vaatluse korral jélgitakse nditeks mond kindlat tegevust kindla aja jooksul pidevalt.
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2. Korduv vaatlus - kindla ajavahemiku jarel (nt 1 nidal).
3. Uhekordne vaatlus.

1.4. Andmekogumit kirjeldavad parameetrid

Statistilised keskmised

> Tihtipeale pole keskmise mdiste seotud mingi kindla arvuga, vaid kujutab endast suhtlemisel
kasutatavat lildistavat kategooriat (keskmine inimene, keskmised oskused).
> Statistiliste meetodite kasutamisel taandatakse terve hulk iiksikandmeid iiheleainsale, uurija

poolt esinduslikuks peetud vairtusele, mida nimetatakse statistiliseks keskmiseks ja mis
iseloomustab tervet kogumit.

Tuntumad statistilised keskmised on mood, mediaan ja aritmeetiline keskmine.

Mood on variatsioonreas kdige sagedamini esinev liige, see variant, mille sagedus on kdige suurem.
Moodi omadusi

1) Moodi saab kasutada nii nominaalskaala, jérjestikskaala A
kui ka intervallskaala korral

2) Pideva intervallskaala korral tuleb andmed grupeerida
intervallidesse.

3) Monedel andmekogumitel mood voib puududa (kdik
variandid esinevad tihepalju kordi)

4) Mdnedel andmekogumitel voib olla mitu moodi (on mitu
tihesuguse sagedusega liiget)

Y

Tabelarvutusprogrammis MS Excel on moodi leidmiseks Mood Mood
funktsioon MODE.

Joonis 4 Multimodaalsus
Mediaan on jaotuse keskmine liige, millest mdlemale
poole jadb vordne arv elemente. Mediaan jaotab jérjestatud statistilise rea kaheks.

Mediaani kasutatakse siis, kui tahetakse kindlaks méiirata jaotuse tidpset keskpunkti. Kui aritmeetilist
keskmist voivad oluliselt mojutadada ekstremaalsed vadrtused, siis mediaani need oluliselt ei mojuta.
Mediaani omadusi

1) mediaani voib kasutada jirjestikskaala ja intervallskaala korral;

2) mediaan ei ole tundlik ekstremaalsetele védrtustele.

Tabelarvutusprogrammis MS Excel on mediaani leidmiseks funktsioon MEDIAN.

Asendikeskmisi, mis jaotavad korrastatud statistilise rea vordseteks osadeks, nimetatakse
kvantiilideks.

Kvantiili nimetus Mitu kvantiili on Mitmeks osaks Mairkused
jaotavad
mediaan 1 2 Modlemale poole jadb 50% rea liikmetest
kvartiilid 3 4 Igas neljandikus on 25% rea liikmetest.
detsiilid 9 10 Igas kiimnendikus on 10% rea liikmetest.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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tsentiilid 99 100 Igas sajandikus on 1% rea litkmetest.
e. protsentiilid
e. pertsentiilid

MS Excel -is leiab kvartiilid funktsioon QUARTILE, protsentiilid funktsioon PERCENTILE.

Aritmeetiline keskmine chk keskvairtus

kus N on kogumi maht ja x; kogumi element.

Aritmeetilise keskmise omadusi:

1) saab kasutada vaid intervallskaal korral;

2) vdimaldab vdrrelda tliksikvéértuste suurusi aritmeetilise keskmisega;

3) voimaldab arvutada teisi statistilisi nditajaid (hajuvust iseloomustavaid suurusi);

4) soltub igast tiksikust elemendist;

5) on tundlik ekstremaalsetele viirtustele.

Tabelarvutusprogrammis MS Excel on aritmeetilise keskmise leidmiseks funktsioon AVERAGE.

Variatsiooninditarvud
Variatsioonniitarvud iseloomustavad uuritava suuruse varieerumist ehk hajuvust.
Dispersioon ehk keskmine ruuthélve on ruuthélvete keskmine:

2 _ Z (x i _;)2

N
Dispersiooni mddtiithikuks on vastava suuruse dimensiooni ruut. See raskendab tdolgendamist.
Dispersiooni leidmiseks v3ib programmis MS Excel kasutada funktsiooni VARP.

Standardhélve ehk ruutkeskmine hilve on dispersiooni ruutjuur:

Standardhilve mootithikud on samad, mis aritmeetilisel keskmisel ja iiksikutel véértustel.

Variatsioonikoefitsient on standardhélbe ja aritmeetilise keskmise suhe:

V.=

=la

Jaotuse kuju iseloomustavad parameetrid.

Asiimmeetria on jaotuskdvera maksimumi kdrvalekaldumine siimmeetriateljest. Kui maksimum on
stimmeetriateljest vasakul (mood ja mediaan on vdiksemad kui keskvéairtus), on tegemist positiivse
astimmeetriaga (joonis 5). Kdrvalekalde suurust mdddab astimmeetria kordaja 4. Stimmeetrilise
jaotuse korral on astimmmetria kordaja null.

Excelis on asiimmeetria kordaja leidmiseks funktsioon SKEW.
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A

~

Positiivne asiimmmetria

A>0

Mood

Kes.kviic'irtus
Mediaan

Negatiivne asiimmmetria

A<0

Joonis 5 Positiivne ja negatiivne asiimmeetria

Keskvddirtus Mood

Mediaan

\4

Jaotuse jarskust ehk piistakust iseloomustab juhusliku suuruse ekstsess E (kurtosis) Ekstsess on null
normaaljotuse korral. Kui piistakus on suurem, on keskkoht on kitsam. Viikese piistakuse korral
“sabad” kaovad (joonis 6).

Excelis on asiimmeetria kordaja leidmiseks funktsioon KURT.

S\

E

E>0 E<0

Joonis 6 Normaaljaotus (ekstsess 0), positiivse ja negatiivse ekstsessiga jaotus

Asiimmeetriakordaja ja ekstsessi véddrtusi on motet arvutada vaid suurte valimite korral (N > 50).

Uuritavat jaotust kirjeldavate statistiliste parameetrite leidmiseks voib Excelis kasutada ka

andmeanaliilisi vahendit Descriptive Statistics (Tools, Data Analysis).
Niiteks on toodud iihe poe ldbimiiiiki kirjeldava andmekogumi statistilised parameetrid, saadud
vastava Exceli andmeanaliilisivahendiga

Ldabimiiiik, kr

keskvéaartus
standardviga
mediaan

mood

standardhilve
dispersioon
ekstsessikoefitsient
asiimmeetriakoefitsient
variatsioonamplituud
miinumum
maksimum

Mean
Standard Error
Median

Mode

Standard Deviation

Sample Variance
Kurtosis
Skewness

Range

Minimum
Maximum
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247557,2
13436,8
203427,8
172161
161800,5
2,62E+10
14,47793
2,978222
1269982
64638.3
1334620
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summa Sum 35895793
maht Count 145

Kokkuvote keskmistest ja variatsioonnditarvudest.

Suurus Keskmine voi Mahu- voi Skaala, mille korral saab kasutada
variatsioonnéitarv asendikeskmine

nominaal jérjestik intervall
aritmeetiline keskmine keskmine mahukeskmine +
mood keskmine asendikeskmine + + +
mediaan keskmine asendikeskmine + +
kvantiilid keskmine asendikeskmine + +
variatsioonamplituud variatsioonnditarv +
dispersioon variatsioonnditarv +
standardhélve variatsioonnditarv +
variatsioonikoefitsient variatsioonnaitarv +

1.5. Normaaljaotus

Normaaljaotus (normal distribution) on pideva juhusliku suuruse tdenéosusjaotus, mis on
stimmeetriline aritmeetilise keskmise suhtes. Keskmise ldhedal olevaid tulemusi on kdige rohkem,
vasakule ja paremale tihedus vdheneb. Saksa matemaatik C. F. Gauss andis sellele jaotusele
matemaatilise podhjenduse ning seepérast nimetatakse seda ka Gaussi jaotuseks.

A

~5
>
x

Joonis Normaaljaotuskdver ehk Gaussi kdver

Keskvéartus méérab éra jaotuskdvera asukoha, standardhilbest soltub, kui lai on jaotuskdver. Kuna
jaotuskovera alla jddv pindala on alati 1, siis mida hajuvam on antud juhuslik suurus, seda madalam
on jaotuskover.

Empiirilised vaatlusandmed ldhenevad paljudel juhtudel normaaljaotusele.

Juhuslik suurus allub normaaljaotusele ehk Gaussi jaotusele, kui ta
> on mdjutatud paljude faktorite poolt;

> iga liksikfaktori modju on viike;

> puudub domineeriv faktor.
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Normaaljaotuse jaotustihedus viirtusel x sdltub keskviirtusest (mean) x ja standardhilbest
(standard deviation) o :

oy

fo)-——e

o

Selle suuruse leidmiseks on MS Excelis funktsioon NORMDIST (parameeter cumulative on 0).

Jaotusfunktsioon leitakse jaotustiheduse funktsiooni integreerimisel:

F(x)= f fx)dx
Ka jaotusfunktsiooni leidmiseks kasutatakse MS Excelis funktsiooni NORMDIST (parameeter
cumulative on 1).

Arvestades integraali graafilist tahendust, on jaotusfunktsioon jaotustiheduse graafiku alla jadv
pindala.

f®

() 0,012}
0,012

0,010
0,010

0,008
0,008

0,006 -
0,006

0,004
0,004

0,002}
0,002

0 ! |
0 0 50 100 150 200
0 50 100 150 200 x
x
Joonis 7 Varjutatud osa pindala vérdub Joonis 8 Varjutatud osa pindala vordub
toendosusega, et X < 50 tdendosusega, et 50 < X < 150
Normaaljaotuse korral: aritmeetiline keskmine = mood = mediaan.
A
] >
Keskvdidrtus
Mediaan
Mood
Joonis 9 Normaaljaotuse korral langevad
kolm keskmist kokku.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Normaaljaotuse korral jadb

> vahemikku (x -0; x+0)  68,3%;
> vahemikku ()_c—2c5; x +20) 95,4%;
> vahemikku (x -30; x+30) 99,7%
koikidest véartustest.

1.6. Teisi statistilisi jaotusi

Bionoomjaotus
Bnoomjotusele allub dihhotoomne (kahevéértuseline) juhuslik suurus.

Olgu katse tulemus tdendosusega p positiivne ja tdendosusega 1-p negatiivne. Katset n korda korrates
vOib saada m positiivset ja n-m negatiivset tulemust. Positiivsete tulemuste arv m on diskreetne
juhuslik suurus, mille esinemise tdendosus arvutatakse Bernoulli valemiga

PX=m)=C,"p"(1-p)"™"

!
kus C" = ﬁ on kombinatsioonide arv n elemendist m kaupa ja tdhistus P(X = m) tdhendab
m:(m—-n).

tdendosust, et juhuslik suurus X omandab védrtuse m.

NAIDE 1.2 Olgu defekti esinemise tdendosus 0,2. Valime 035
suvaliselt vélja 10 toodet. Kui suur on tdendosus, et nende 10 03 _
hulgas on 0 defektiga toodet? 1 defektiga toode? 2 defektiga i T
toodet? 0.25
Leiame tdendosused, et n tootest on m defektiga, kus m voib ’
omada véairtusi 0; 1; 2 ning n =10; p =0,2. 02
m=0 A,
!
P(0)=CY-0,20-(1-0,2)10-0= 1010 810,107 0.15
0!10! ___
m=1 0.1 —
!
P(1)=C}-02'(1-02)10"" = 11'—09"-0,2-0,89 -0,268 0.05 -
m=2 071 1 : =| - T T T 1
_ 2, 2.01_ 10-2 _ 10' 2. 8 _ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(2)=C,"0,2°:(1-0,2) "8l 0,27-0,8°=0,302 Defektiga toodete arv
Joonis 10 Binoomajaotus
Bbinoomjaotuse keskviirtus x=np

standardhilve oc=ynp(l-p) .

kus n katsete arv on ja p positiivse tulemuse tdendosus.
Programmis MS Excel leiab vastava tdendosusjaotuse funktsioon BINOMDIST.

Poissoni jaotus

Poissoni jaotus kirjeldab juhuslikku suurust, mille véértuseks on haruldaste (p<0,1) siindmuste arv m
teatud intervallis. Stindmused toimuvad

> juhuslikult;

> harva;

> kindlas intervallis (ajaline voi ka ruumiline intervall).

Kui 4 on keskmine haruldaste stiindmuste arv intervallis, siis m siindmuse toimumise tdendosus on
leitav Poissoni valemi abil:
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P(X=m) =e’7‘7b—
m!

NAIDE 1.3 Poodi sisenevate ostjate keskmine arv minutis on 3,4.
Eeldades, et sisenejate arv allub Poissoni jaotusele, leida tdendosus, et:
a) minuti jooksul ei sisene lihtki kiilastajat;

b) minuti jooksul siseneb tépselt iiks kiilastaja;

¢) minuti jooksul siseneb kaks voi rohkem kiilastajat; e
d) iiks voi rohkem kiilastajat siseneb 30 s jooksul.
Lahendus:

a) P(X=0)=e

L
w

T6endosus
g
[\]

0
*374% —e 34200334,

L
=

Tdendosus, et minuti jooksul ei sisene iihtki kiilastajat, on 0,0334.

v 3434 aa 0 T | | T T |
b) P(X=1)=e T—e 3,4=0,1135. 0 1 5 3 4 5 6
T&endosus, et minuti jooksul siseneb tipselt iiks kiilastaja, on 0,1135. Minutis sisenevate ostjate arv
c) Joonis 11 Sisenevate ostjate arv allubPoissoni
P(X>2)=1-(P(X=0)+P(X=1))=1-(0,0334+0,1135)=0,8531. jaotusele
Tdendosus, et minuti jooksul siseneb kaks vdi rohkem kiilastajat, on
0,8531.

d) 30 s jooksul sisenevate kiilastajate keskmine arv on 3.4 _ 1,7ja P(X>0)=1-P(X=0)=1-¢ 1-e17%0,8173

71,70
!
Tdendosus, et 30 s jooksul siseneb iiks vdi rohkem kiilastajat, on 0,8173.

Poissoni jaotust kasutatakse niditeks jiarjekorrateoorias. Jirjekorrateooria (ehk massteeninduse
tooria) tegeleb massiliselt toimuvate ning juhusest soltuvate operatsioonidega seotud nahtuste
seaduspdrasuste selgitamisega.

MS Excelis leiab vastava toendosuse funktsioon POISSON.

2. Valikuuringud
2.1. Valimid ja nende moodustamine

Terve uuritava kogumi analiitisimiseks puuduvad tihti voimalused (piiratud aeg, ressursid). Sellisel
juhul kasutatakse kogumi statistiliste parameetrite (kogumi keskvéairtus, standardhédlve) hindamiseks
véljavottu ehk valimit.

Valikuuring on statistiline uuring, milles otsustused kogumi kohta tehakse valimi
(kogumi tihe osa) baasil

Valimi kasutamise pohjused:

> kogumi vaatlus on praktiliselt voimatu;
> kogumi vaatlus on liialt kallis;
> kogumi vaatlus rikub kogumit.

Valimite kasutamisele pandi teoreetiline alus 19.saj keskel, mil Norra statistik Kiaer avaldas oma t66
representatiivsest valikumeetodist.

Valimite moodustamise viisid jagunevad kaheks:

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Tdendosuslikud valikud - iga kogumi objekti jaoks on teada tema iildkogumisse sattumise tdendosus.

> Lihtne juhuvalik. Kdigil ildkogummi objektidel on vOrdne valimisse sattumise tdendosus.
Naiteks juhuslike numbrite alusel.
> Siistemaatiline valik. Objektide valimine toimub fikseeritud sammuga. Niiteks

sotsioloogilise uurimuse korral kiisitletakse elanikke teatava numbriga korteritest, oletades, et
uuritav tunnus ei sdltu korteri numbrist. Ostjate kiisitlemisel kiisitletakse igat kiimnendat
ostjat.

Empiirilised valikud - iilkogumi objektide valimisse sattumise tdendosused pole teada.

> Kvootide meetod. Selle meetodi korral méiiratakse soovitava valimi struktuur tausttunnuste
jérgi, st antakse ette kvoodid. Niiteks kui tildkogumis on 18-30 aastaseid mehi 10%, siis peab
ka valimis olema nende osakaal 10%.

> Ekspertvalik. Valik on subjektiivne, selle teeb ekspert. Nditeks nimetab kiimme ettevotet, mis
on tema arvates uuritavas tegevusvaldkonnas tiiiipilised.
> Tasakaalustatud valik. Néiteks valimisse sattuvate tootajate keskmine vanus peab olema

ligildhedaselt vordne kdigi tootajate keskmise vanusega.

Lihemalt v3ib valimite moodustamise kohta lugeda raamatust [2]. Programmis MS Excel on valimite
moodustamiseks andmeanaliiiisi vahend Sampling (Tools, Data Analysis).

2.2. Kogumi parameetrite hinnagud

Kogumit (populatsiooni) iseloomustavad statistilised parameetrid:

kogumi maht N enamasti on teada,
kogumi keskvairtus pole teada,
kogumi standardhilve o pole teada.
tulemused
moodustatakse iildistatakse
kogum > valim > kogum
maht, keskvéirtus,
keskvédrtus, usalduspiirid
standardhélve

Joonis 12 Valimi kasutamine

Valimisse sattunud objektide pdhjal leitakse valimit iseloomustavad statistilised parameetrid:

Vastav Exceli funktsioon

valimi maht COUNT
valimi keskvaartus AVERAGE
valimi standardhilve s=, | ——o—— STDEV

2Traat, I., Inno, J. Téendosuslik valikuuring. TU Kirjastus, Tartu 1997.
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Joonis 13

Kui teha mitu valimit, siis iga valimi keskvaértus on juhuslik
suurus, sest erinevatesse valimitesse satuvad erinevad
iildkogumi objektid.

320

315

310 *

305

300

295 - 0

290 ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20

Valimi number

Joonis 14Valimite keskvidirtused koonduvad mingi vdirtuse timber. Loogiline on
arvata, et see vaartus, mille imber nad koonduvad, on kogumi keskvaértus

Statistikas ja tdendosusteoorias on tuntud tsentraalne piirteoreem:

13

Kiillalt suure valimi mahu » korral alluvad valimite keskvéirtused x normaaljaotusele

keskvéartusega p ja standardhdlbega i, kus o on kogumi standardhélve.
n

Siin pole oluline, millisele jaotusele allub kogum. Valimite keskvairtused alluvad alati
normaaljaotusele (joonis 15), kui nad on vaid kiillalt suured.
Praktikas nimetatakse "kiillalt suurteks" selliseid valimeid, kus » > 30.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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S

.9 + 9 X
Y

Joonis 15. Valimite keskvéartuste jaotus.

Suurust % nimetatakse standardveaks (standard error) ehk keskmiseks esindusveaks.
n

Normaaljaotuse korral jadb standardhélbega maaratud vahemikku alati 68,3% koikidest véartustest.

Seega jadb suvalise valimi keskvairtus tdendosusega 68,3% vahemikku u + %.
n

Kui me soovime leida, milline vahemik vastab suvalisele tdendosusele 3, voib kasutada
normaaljaotuse jaoks kehtivat eeskirja vahemiku laiuse méddramiseks. Tavaliselt antakse vahemiku
laius standardvea kordsena, s.t. Ax = 1 9.

/n
Koefitsiendi #, vadrtus moningate tdendosuste jaoks:

B 5 0,15 0,3 0,5 0,75 0,9 0,95 0,99
g 0,06 0,19 0,39 0,67 1,15 1,64 1,96 2,58

Koefitsient 7, nditab, mitmekordne standardviga voetakse usaldusvahemiku poollaiuseks:

t5=1 poollaius Ax =1 .2 usaldatavus = 0,683;
Jn

lg = 1,96 poollaius Ax = 1,96-% usaldatavus = 0,95.
n

Praktikas pole meil kogumi keskvéértus ja standardhilve teada ja kasutatakse valimi pohjal saadud
hinnanguid.
Uldkogumi keskviirtuse hinnanguks p valitakse valimi keskviirtus : U=X

Uldkogumi standardhiilbe hinnanguks valitakse valimi standardhilve: o =s

Need on punktihinnangud, mis muutuvad iileminekul iithelt valimilt teisele ja seetdttu juhuslikud
suurused. Punktihinnangud ei anna informatsiooni hinnangu tdpsuse ja usaldatavuse kohta.

Vahemikhinnangute korral antakse usalduspiirkond koos usaldatavusega. Suuruse X
usalduspiirkonnaks vastavalt usaldusnivoole £ nimetatakse vahemikku (a - Ax; a+Ax), mis katab
suuruse X tdendosusega B =P(|a -x|<Ax). Usaldusnivoo chk usaldatavus on tdendosus, et
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suuruse X vairtus x jadb antud vahemikku. Ax Ax
a-Ax  usalduspiirkonna alumine rada; ———— R
a+Ax  usalduspiirkonna iilemine rada. a-Ax a asAx X

. . . Joonis 16 Usalduspiirkond
Naiteks kui ostjate arv padevas on 550125
usaldatavusega 0,95, siis 95% pievadest on ostjate arv vahemikus (425; 675).

Suure (n>30) valimi korral on iildkogumi keskviirtuse usalduspiirid
x =+ Ax,

kus usaldusvahemiku poollaius Ax leitakse valimi statistiliste parameetrite pdhjal jargmiselt

Ax = tBi
Jn

Siin x on valimi keskvadrtus, s valimi standardhélve, n valimi maht ja 1 koefitsient, mille voib
leida tabelist voi mille véartus leitakse andmete analiitisimiseks kastutava statistikapaketi poolt.

S
95%|valimitest »
v \__
X.- S| - - s x

. ¥-1.86——  x, X 1,96 —=

Valim 1 I } |
Valim 2 L + /

Xy

k.
w

Joonis 17. Kogumi keskvéartuse usalduspiirid.

Suurte valimite korral v6ib usaldusvahemiku poollaiuse 7, % leidmiseks MS Excelis kasutada
n

funktsiooni CONFIDENCE. NB! Selle funktsiooni kasutamise korral tuleb ette anda mitte
usaldatavus P, vaid vea téenéosus a=1-.

NAIDE 2.1 Uuriti, kui palju kulutatakse leiva- ja saiatoodete ostmiseks kuus iihe inimese kohta. Kiisitleti 50 ostjat, valimi
keskvaartuseks saadi 71,07 kr standardhélbega 29,42 kr. Funktsiooni CONFIDENCE abil leiame usaldusvahemiku laiuse 95%

usaldatavuse jaoks. Vahemiku laius on 8,2.
Vastus: 95% ostjatest kulutavad leiva- ja saiatoodete ostmise peale kuus {ihe inimese kohta 71,1 + 8,2 krooni ehk 95%-1 on

vastavad kulutused vahemikus 62,9 =+ 79,3 krooni.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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40 T T T | 40 T T —= T ]
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Valimi number Valimi number
Joonis 18 Usalduspiirid usaldatavuse 0,7 korral Joonis 19 Usalduspiirid usaldatavuse 0,95 korral

Suurema usaldatavuse korral

» tdendosus, et kogumi keskvéartus langeb usalduspiiridesse, on suurem,;
» usaldusvahemik on laiem.

2.3. Viikesed valimid. #- jaotus.

Viikeste valimite korral valimi keskvéértuste jaotus erineb normaaljaotusest ja tsentraalne
piirteoreem ei kehti.
Sellisel juhul kasutatakse kogumi keskvéartuse usalduspiiride mééramisel z-jaotust ehk Studenti

jaotust. Jaotuse vottis kasutusele inglise matemaatik William Seally Gosset (1876-1937) oma t30s,
mille ta avaldas Studenti varjunime all.

t-jaotusel on vaid iiks parameeter - vabadusastmete arv

V. t-jaotus, v= 10

Vabadusastmete arv on soltumatute muutujate arv.
Uurides korvalekaldeid keskvaartusest on vabadusastmete
arv Uhe vorra viaiksem valimi mahust: v=n-1.

Valimi mahu ja seega ka vabadusastmete arvu suurenedes
t-jaotus ldheneb normaaljaotusele keskvéirtusega 0 ja
standardhilbega 1 (standardiseeritud normaaljaotus)
(joonis 20). Seepdrast voibki suurte valimite korral kasutada normaaljaotust.

&MTV-S

Joonis 20 t- jaotuse tihedusfunktsioon

Viikese (n<30) valimi korral on iildkogumi keskvéértuse usaldusvahemiku poollaius

Ax=t .-

V,B\/Z

kus x on valimi keskvéirtus, s valimi standardhilve, n valimi maht, v vabadusastmete arv jat, g

Studenti koefitsient, mille voib leida tabelist voi mis leitakse andmeanaliiiisiks kasutatava
statitistikapaketiga.
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Studenti koefitsiendi moningad véartused:

0,9 0,95 0,99 Usaldatavus f
.. Vabadus- o
Valimi maht astmete arv 0.1 0.05 0.01 Vea tdendosus
n — a=p-1
v=n-1
2 2,920 4303 9925 Studenti
2132 2776 4604 koefitsient
10 9 1833 2262 3250 [
30 29 1699 2045 2756

MS Excelis leiab Studenti koefitsiendi funktsioon TINV, kus argument probability on vea tdendosus
a=1-P jadeg freedom vabadusastmete arv v=n-1.

NAIDE 2.2 Kauba X nidalane libimiiiik viies kesklinna poes oli 16, 82, 29, 31 ja 55 tk. Leida keskmine néidala libimiiiik
mingis kesklinna poes.

Lahendus: Valimi keskviirtus (AVERAGE) x =42.4 ja standardhilve (STDEV) s =26,02. Studenti koefitsient usaldatavuse

0,95 ja vabadusastmete arvu 4 korral (TINV) #, 95 =2,776 ja usaldusvahemiku laius 7, 5 % =32,30.
n

Vastus: Usaldatavusega 0,95 on antud kauba keskmine 1abimiiiik nddalas 42,4 + 32,3 tk.

Viikeste valimite korral on usaldusvahemiku laius suurem, miaramatus on suurem. Valimi mahu
suurenedes usaldusvahemiku laius ja seega ka méadramatus viheneb.

100

50 3 5 { 10

0-

Suurus X

Joonis 21
Usalduspiirid erineva mahuga valimte korral.
Valimi maht on toodud usalduspiiride kdrval

2.4. Valimi mahu planeerimine.

Hinnangu tdpsuse méadrab dra usaldusvahemiku laius. Fikseeritud usaldatavuse korral on

usaldusvahemiku laius midratud valimi mahuga ja valimit moodustades on voimalik vahemiku laiust
ette planeerida.

NAIDE 2.3 Niites 2.2 saadi viie juhuslikult viljavalitud poe pdhjal libimiiiigiks 42,4 + 32,3 tk usaldatavusega 0,95. Valimi
standardhilve oli s =26,02 ja vastav Studenti koefitsient #, , o5 =2,776 . Usaldusvahemiku laius 32,3 on kiillalt suur ja
moodustab 76% keskvaartusest. Kui paljusid poode tuleks uurida, kui me tahame, et hinnang oleks tdpsem ja usaldusvahemiku
laius oleks véiksem kui 40% keskvéartusest?

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Lahendus: Usaldusvahemiku laius peab olema véiksem kui 0,4:42,4 =16,96:

18,14<n

Seega uuritavate poodide arv peaks olena 19. Kui tahame aga, et usaldusvahemiku laius oleks alla 20%, saame vajaliku valimi
mahuks 73.

Valimi mahu planeerimisel tuleb algul teha uuritavast tildkogumist proovivalim. Olgu proovivalimi
mabht r, ja standardhilve s. Kui soovime, et usaldusvahemiku laius oleks vdiksem kui d, saame meile
vajaliku tdpsuse saavutamiseks vajaliku valimi suuruse » médrata tingimusest

¢ )2
”Z(tnousg) .

Kuna aga Studenti tegur ¢ viheneb vaatluste arvu suurenemisel, toimub valimi mahu moningane
iilehindamine. Kui vaatluste sooritamine on véga kallis, ei tohiks iilehindamist lubada ja siis
kasutatakse mitmesammulist protseduuri, kusjuures valimi suurendamine toimub eelmisele valimile
objektide lisamise teel.

Kiisitluste ldbiviimisel tuleb valimi mahu planeerimisel arvestada ka vdimalikku mittevastamist ning
votta valim selle vorra suurem.
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3. Statistiliste Hiipoteeside kontroll
3.1. Nullhiipotees ja sisukas hiipotees. Statistiline kriteerium.

NAIDE 3. 1 Tootja kavatseb oma toote ldbimiiiigi suurendamiseks tellida reklaamikampaania. Et hinnata reklaamikampaania
tulemuslikkust, viiakse lébi kiisitlused enne ja peale kampaaniat. Enne reklaamikampaaniat vastas 100-st kiisitletavast 32, et
tarbivad antud toodet. Peale kampaaniat ldbiviidud kiisitluse tulemusel vastasid 45 inimest 100-st, et tarbivad seda toodet.
Erinevus on 7%, kas sellest piisab, et kinnitada: kampaania oli tulemusrikas, tarbimine suurenes.

NAIDE 3. 2 Maisihelbepakile on kirjutatud, et selle kaal on 250 g.Tarbijakaitseameti esindaja valib poes vilja 10 pakki ja
kaalub need dra. Kiimne paki aritmeetiline keskmine tuleb 248 g standardhélbega 1,5 g. Kas sellest erinevusest piisab, et véita:
maisihelbepakkide kaal on védiksem kui pakile kirjutatud 250 g.

Statistiline hiipoteesi kontrollimise meetod voimaldab kindlaks teha, kas erinevus on piisav
viitmaks, et see on pohjustatud iihe olulise faktori poolt, voi on erinevus seletatav juhusliku véartuste
varieerumisega.

Statistiliste hiipoteeside kontrolli kasutatakse viga mitmesugustes valdkondades:

> kas mingi tegevuse tagajirjel toimus oluline muudatus (muudatused ettevotte juhtimises,
tookorralduses, uute tehnoloogiate voi toovahendite kasutuselevott);

> kas toodang vastab teatud standarditele (néiteks vastavus Euroopa Liidu, Eesti voi mdone muu
riigi standarditele, kvaliteedinduetele, ostu-miiiligilepingus fikseeritud parameetritele);

> turu-uuringute, kliendi- ja personalikiisitluste analiilisimisel.

T . ” —mmmme gt x

valrA % « valim A x

Valimid Valimid

Joonis I Kahest erineva keskviirtusega iildkogumist voetud juhuvalimid

Miks on vaja statistilist kriteeriumi? Vaatleme jérgmist situatsiooni. Joonisel 1 on toodud kahest
erinevast lildkogumist voetud juhuvalimid. Horisontaaltelg on valimite eristamiseks, vertikaalteljel
on valimite keskviirtused. Uldkogumi keskviirtus on p, mis reaalsetes oludes pole teada.
Hiipoteesiks on, et iildkogumi keskvédrtus p=p,, kus p, on konkreetne arv. Vasakpoolsel ja
parempoolsel joonisel toodud tildkogumite keskvéértused on erinevad.

Otsustamiseks voetakse iiks juhuvalim. Oletame, et meile satub valim A. Me ei tea, kumma
iildkogumiga on tegemist. Valim voib olla kas vasakpoolsest kogumist, mille keskvédrtus vastab
meie poolt piistitatud hiipoteesile p=p,, , voi parempoolsest, mille keskvédrtus on erinev meie poolt
piistitatud hiipoteesist.

On vaja teatud objektiivset kriteeriumi: kui kaugel peaks olema saadud valimi keskviirtus x meie
poolt piistitatud hiipoteesist L, , et voiksime véita: pole tdendone, et see valim périneb lildkogumist,
mille keskvaértus on b, , see valim périneb iildkogumist, mille keskvairtus p#p, .
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Joonis 2 Vasakpoolsel nullhiipotees kehtib, parempoolsel nullhiipotees ei kehti

Joonisel 2 on punktiirjoontega lisatud kriteeriumid, mis aitavad valimi keskvaartuse pohjal otsustada,
kummast kogumist valim on.

Kui valimi keskvédrtus jaab punktiirjoonte vahele, on tdendoline, et tegemist on kogumiga, mille
keskvadrtus vastab meie poolt piistitatud hiipoteesile p=p,.

Kui valimi keskvairtus on punktiirjoonte vahelt véljas, kriitilises piirkonnas, on vihetdendoline, et
tegemist on kogumiga, mille keskvairtus p=p,. Jarelikult voime véita, et p#p, .

Otstarbekas on kontrollimiseks esitada statistiliste hiipoteeside paar. Paarikaupa esitatud hiipoteesid
peavad teineteist vilistama ja liks neist peab kindlasti kehtima.

Hiipotees piistitatakse tavaliselt nii, et mingi suurus on vordne mingi vairtusega voi et iildkogum
vastab teatud standardile. Selliselt piistitatud hiipoteesi nimetatakse nullhiipoteesiks /,, seda
vilistavat aga alternatiivseks ehk sisukaks hiipoteesiks /.

Naiteid hiipoteeside kohta :

nullhiipotees H,: erinevatesse vanusegruppidesse kuuluvate t66tajate tooviljakus on iihesugune, u, =p,
sisukas hiipotees H,: erinevatesse vanusegruppidesse kuuluvate to6tajate todviljakus on erinev, p, # L,
nullhiipotees H,: pakendamisliinilt tulnud maisihelbepakkide keskmine kaal on 250 g, u,=250;
sisukas hiipotees H,: pakendamisliinilt tulnud maisihelbepakkisde keksmine kaal ei ole 250 g, p, #250;
nullhiipotees H,: reklaamikampaania tulemusel labimiiiik jéi samaks, p, =p,;

sisukas hiipotees H,: reklaamikampaania tulemusel libimiiiik suurenes, p,>p,;

nullhiipotees H,: vadrtpaberi hinna muutused alluvad normaaljaotusele;

sisukas hiipotees H,: védrtpaberi hinna muutused ei allu normaaljaotusele;

nullhiipotees H,: tootajate rahulolu ja info kirttesaadavuse vahel ei ole olulist korrelatsiooni, # =0
sisukas hiipotees H,: tootajate rahulolu ja info kérttesaadavuse vahel on oluline korrelatsioon, »# 0.

Valimi(te) pohjal tehtud arvutustele tuginedes voime vdita iiht kahest:

1) erinevus nullhiipoteesist on nii suur, et on tdendoline:  nulliipotees ei kehti

2) erinevus nullhiipoteesist on nii vdike, et on tdendoline: nullhiipotees kehtib.

Viimasel juhul erinevusest ei piisa nullhiipoteesi tagasi liikkkamiseks, sest erinevus voib olla tingitud
juhuslikest teguritest, mis mdjutavad konkreeste(te) valimi(te) keskvairtust.
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Piistitatud hiipoteesi statistilisel kontrollimisel voib olla kaks tulemust:
1) nullhiipotees liikatakse tagasi ja vastu vdetakse sisukas hiipotees;
2) nullhiipotees tuleb vastu votta, sisukas hiipotees tuleb tagasi liikata.

Hiipoteeside kontrollimiseks kasutatakse mitmesuguseid statistilisi kriteeriume (z-test, #-test, 2 -
test, margitest, Mann-Whitney test, Wilcoxoni test, ihe- ja mitmefaktoriline dispersioonanaliiiis).
Testi valik soltub probleemi piistitusest, mdddetava suuruse iseloomust (kas nominaal, jdrjestus- voi
intervallskaala), mdddetava suuruse nivoode arvust (kaks v3i enam). Kdikide testide korral
vorreldakse vaatlusandmete (empiiriliste andmete) pdhjal leitud empiirilist viértus K tabelitest (vOi
vOi vastava tarkvarapaketi abil) leitud Kriitilise véirtusega K, ..

Eeskiri hiipoteesi kontrollimiseks:
1. Piistita hiipotees. Hy .......... nullhiipotees
H,. ... alternatiivne ehk sisukas hiipotees

2. Kasutades vaatlusandmeid, leia sobiva statistilise parameetri empiiriline vaértus K.
3. Vota ette olulisuse nivoo (tavaliselt 5% voi 1%) ja leia sama parameetri kriitiline
vaartus K.
4. Uuri, kas parameeetri empiiriline viairtus K langeb véartusega K, madratud
kriitilisse piirkonda vdi ei lange.
5. Tee jareldus hiipoteesi kehtivuse kohta:

kui K langeb kriitilisse piirkonda ~ vdta vastu sisukas hiipotees

kui K ei lange kriitilisse piirkonda  vota vastu nullhiipotees

3.2. Keskvédrtuse testimine suurte valimite korral

Suurte valimite (n > 30) korral allub valimite keskvidirtus normaaljaotusele ja keskvéartuse kohta
pistitatud hiipoteeside kontrollimisel kasutatakse z-testi.

Nullhiipoteesiks on, et kogumi keskvairtus p vordub mingi arvuga p,: Hy p=p,.

Sisukas hiipotees on, et kogumi keskvairtus ei vordu selle arvuga: Hpi:op#p,.

Hiipoteesi kontrollimiseks moodustatakse n objektist koosnev juhuvalim, leitakse selle valimi
keskvairtus x ja standardhdlve s ning arvutatakse z-testi empiiriline viértus
X :
z= 0 kus standardviga s, =2
S, n

Seejarel vorreldakse empiirilist vadrtus kriitiliste vaartustega. Kriitiline vaartus K, jagab statistilise
kriteeriumi K véértuste hulga kaheks piirkonnaks (joonis 3):

1) kriitiline piirkond, millesse sattumisel liikatakse nullhiipotees tagasi;

2) iilejadnud piirkond, millesse sattumisel pole alust nullhiipoteesi tagasi liikata.
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Parameetri z kriitilised véirtused on
standardiseeritud normaaljaotuse (keskvairtus 0,
standardhédlve 1) vairtused (siimmeetriline

kahepoolne piirkond):
Olulisuse nivoo Parameetri z
ehk vea kriitilised véaartused
toendosus .
R -1,96 0 1,96 z
5% -1 ’96 1 ’96 <,ukkan H, tagasi|<AktseDteerin H, >|L1‘1kkan H, tag@
1% -2.58 2,58 Joonis 3 Hiipoteesi vastuvotmine ja tagasililkkamine.
NAIDE 3. 3

Oletatakse, et keskmine aeg, mis kulub iihe ostja teenindamisele, on 45 sekundit. Oletuse kontrollimiseks moddetakse 50
juhuslikult vilja valitud ostja teenindamisele kulunud aeg. Saadud andmete pohjal kontrollitakse hiipoteesi paikapidavust.
1. Hiipoteesi piistitamine:

Hy p=45
H: n=#45 3
2. Valimi vaatluse pdhjal saadud statistilised parameetrid: valimi maht n =50; valimi aritmeetiline keskmine x =48,64 ja
valimi standardhélve s = 17,09. Parameetri z empiiriline véirtus z :% =1,34
/50
3. Olulisuse nivoole 5% vastavad kriitilised vaértused on -1,96 ja 1,96.
4.-1,96 <1,34<1,96 jérelikult parameeter ei lange kriitilisse piirkonda.

5. Kuna z-testi parameeter ei lange kriitilisse piirkonda, pole alust nullhiipoteesi tagasi liikkata. Vaatluse tulemus on kooskdlas
viitega, et keskmine ostjale kulutatav aeg on 45s.

NAIDE 3. 4
Kaupluse juhataja arvab, et keskmiselt kulutavad ostjad leiva ja saiatoodete ostmiseks nédalas 35 kr inimese kohta. Hiipoteesi
kontrollimiseks kiisitletakse juhuslikult valitud 80 ostjat.
1. Hiipoteesi piistitamine: ~ H,: pu =35
H: n#35 _
2. Valimi vaatluse pohjal saadud statistilised parameetrid: valimi maht »n =80 ; valimi aritmeetiline keskmine x =37,6 ja valimi
standardhélve s = 7,06 . Arvutuste pdhjal saadud parameetri z empiiriline véartus 3,26.
3. Olulisuse nivoole 5% vastavad kriitilised vdirtused on -1,96 ja 1,96.
4. 1,96 <3,26  jarelikult parameeter langeb kriitilisse piirkonda.
5. Kuna z-testi parameeter langeb kriitilisse piirkonda, tuleb nullhiipotees tagasi liikata. Vaatluse tulemus pole kooskdlas
viitega, et keskmiselt kulutavad ostjad leiva- ja saiatoodete ostmiseks nddalas 35 kr inimese kohta.

3.3. Olulisuse nivoo ja kahte liiki vead

Jarelduse tegemiseks vajaliku statistilise kriteeriumi vadrtus soltub sellest, kui suure tdendosusega me
vOime vdita, et erinevus on oluline. Tdendosuse madramisel tuleb arvestada, et jarelduste tegemisel
voivad esineda kahte liiki vead:

> I liiki viga, mille puhul liikatakse tagasi 6ige nullhiipotees;
> II liiki viga, mille puhul v3etakse vastu vale nullhiipotees.
Votan H, vastu Liikkan H, tagasi
H, kehtib Otsus dige I liiki viga
H, ei kehti IT liiki viga Otsus dige

I liiki vigade tdendosust nimetatakse olulisuse nivooks o. See miiratakse dra enne hiipoteesi
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kontrollimist. Rakendustes voetakse see enamasti kas 5% voi 1%.

Naiteks ravimi toime testimisel on nullhiipoteesiks, et ravim ei toimi (ravimit saanutel ja
kontrollgrupil on sdltuva muutuja véértused tihesugused).

Vatan H,, vastu,

jéreldan, et ravim ei toimi,
ravimit miiiiki ei lase

Liikkan H, tagasi
jéreldan, et ravim toimib,
laseme ravimi miitiki

23

H, kehtib, ravim ei toimi Otsus odige

H, ei kehti, ravim toimib IT liiki viga

I liiki viga

Otsus oige

Kui ravim tegelikult toimib, aga eksperimendi tulemustele tuginedes otsustatakse, et ei toimi
(erinevused katsealuste ja kontrollgrupi vahel on vdikesed), siis seda ravimit miiligile ei lasta.

Ravimifirma kulutused jddvad kompenseerimata.

Kui tegelikult ei toimi, aga eksperimendi tulemustele tuginedes otsustatakse, et toimib, siis lastakse
miitigile mittetoimiv ravim ja inimesed ostavad ning tarbivad seda ilmaasjata.

A

Joonis 4 Kehtiva nullhiipteesi korral on viirutatud osa
pindala vordne tdendosusega, et meile satub valim A,
mis on kriitilistest vaartustest kaugemal. See on I liiki

vea tdendosus.

A kriitiline piirkond A kriitiline piirkond
X X
x e T s Xt ovnnannsns
SN SN
Ze[rr
X X
5 X x < 5 X x %
0 X x X x
X x X X
X x X x
g e i inie i NI X y
x X P TP S S
kriitiline piirkond kriitiline piirkond
> >
Valimid Valimid

Joonis 5 Nullhiipotees kehtib. Olulisuse nivood vidhendades I liiki vea tdendosus vdheneb.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga



KVANTITATIIVSED MEETODID 24

Joonisel 5 nullhiipotees kehtib. Kui meile satub valim A, siis kuna see valim on kriitilises piirkonnas,
me liikkame kehtiva nullhiipoteesi tagasi ja teeme I liiki vea. Et selle vea tdendosust vihendada, voib
olulisuse nivood vdhendada. Selle tulemusel kriitilise piirkonna piirid nihkuvad laiemale ja valim A
ei ole enam Kkriitilises piirkonnas (parempoolne joonis). Niitid me vdtame nullhiipoteesi vastu ja otsus
on dige.

z X ) X »
A kriitiline piirkond A kriitiline piirkond
X x X x
e T T T
} Oa g ; ST
Zl i X %
X X X X % X
X X x X
0| * x x 0 x y
X X X X
e
Zf
kriitiline piirkond kriitiline piirkond
> >
Valimid Valimid

Joonis 6 Nullhiipotees ei kehti. Olulisuse nivood vihendades II liiki vea tdendosus suureneb.

Aga me ei tea, kas nullhiipotees kehtib. Tegelikult vdib esineda situatsioon, mis on toodud joonisel 6,
kus nullhiipotees ei kehti. Kui me vidhendasime olulisuse nivood, on niiiid suurem tdendosus votta
vastu mittekehtiv nullhiipotees, st suureneb II liiki vea tdendosus.

Olulisuse nivoo suurendamine (ehk parameetri a arvvédrtuse vihendamine)
> viahendab I liiki vea tdendosust;

> suurendab II liiki vea tdendosust.

Korraga molemat liiki vigade tdendosust vahendada ei saa.

Olulisuse nivoo valik soltub sellest, kumb on ohtlikum, kas
> oige nullhiipoteesi tagasiliikkamine (I liiki viga);
> vale nullhiipoteesi vastuvotmine (I1 liiki viga).

Praktika on ndidanud, et enamasti on I liiki vead raskemate tagajirgedega.

NAIDE 3. 5

Kauplusele pakutakse uut kassasiisteemi. Kaubanduse infosiisteemidega tegeleva firma miiiigiesindaja viitel vdhendab uus
siisteem oluliselt ostjale kuluvat acga. Miiiligiesindaja véite kontrollimiseks otsustab kaupluse juhataja katseks iiht aparaati
nédal aega proovida. Selle aja jooksul mdddetakse S0 juhuslikult viljavalitud ostja teenindamiseks kulunud aeg. Saadud valimi
andmetele tuginedes kontrollitakse miiligimehe viite paikapidavust ning kontrollimiseks kasutatakse z-testi.

Nullhiipotees H,, : keskmine ostjate teenindamiseks kulunud aeg on uue kassaaparaadi korral sama, mis vana kassaaparaadi
korral (see on varasemast teada), =L,

Sisukas hiipotees H,: uue kassaparaadi korral on keskmine aeg erinev [TESTI

Parameetri z empiiriliseks védrtuseks saadakse 2,2. Kriitilised véértused on

olulisuse nivoo 5% korral -1,96 1,96

olulisuse nivoo 1% korral -2,58 2,58.

See tdhendab, et kasutades olulisuse nivood 5%, tuleb vastu votta sisukas hiipotees: uus siisteem toimib. Aga olulisuse nivoo
1% juures pole uue siisteemi paremus toestatud. Mida peab kaupluse juhataja tegema? Niiiid tuleb lisaks arvestada ka seda, kui
palju uus siisteem maksab ja kui palju on rahalisi vahendeid. Kui hind on korge ja raha vihe, tuleks kasutada suuremat
olulisuse nivood, kus I liiki vea (ostan olukorda mitteparandava siisteemi) tdendosus on vdiksem.

3.4. Kahepoolne ja tihepoolne hiipotees

Kahepoolsete hiipoteeside korral kontrollitakse seda, kas keskvairtus erineb mingist etteantud
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vadrtusest. Erinevus voib olla mdlemale poole, kriitiline piirkond (viirutatud) koosneb kahest osast
(joonis 7).

Nullhiipoteesiks on, et kogumi keskviirtus p vordub mingi arvuga p,: Hy p=p,.
Sisukas hiipotees on, et kogumi keskvairtus ei vordu selle arvuga: Hpy:op#p,.

-1,96 0 1,96 z
<Liikkan H,, tagasi| <Aktsepteerin H, >|Liikkan H, tagas:>

Joonis 7 Kahepoolse hiipoteesi vastuvotmine ja
tagasiliikkamine.

Monikord on pdhjust oodata kindlasuunalist kdrvalekallet standardvéartusest, s.t et keskviértus on
suurem voi vdiksem mingist arvust. Sellisel juhul on tegemist ithepoolse hiipoteesiga, kriitiline
piirkond (viirutatud) voib olla kas parempoolne voi vasakpoolne (joonis 8).

0 1,645

,Z -1,645 0
< Aktsepteerin H, HLﬁkkaantagasi> @M‘M | AktsepteerinH, >

Joonis 8 Uhepoolse hiipoteesi vastuvdtmine. Parempoolne ja vasakpoolne kriitiline piirkond

Kui me tahame kontrollida, kas keskvéértus on suurem mingist arvust voi mitte, piistitatakse
hiipoteesid jargmiselt:

Nullhiipotees: Hy: n<p,.

Sisukas hiipotees: Hp: p>p,.

Kui me tahame kontrollida, kas keskvéértus on vdiksem mingist arvust v3i mitte, piistitatakse
hiipoteesid jargmiselt:

Nullhiipotees: Hy: n=p,.

Sisukas hiipotees: Hp: p<p,.

Parameetri z kriitilised véidrtused tihepoolse hiipoteesi korral

Olulisuse Parameetri z kriitilised
nivoo ehk vea vaartused
toendosus

Hpiow>py | Hp p<y,
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5% 1645 -1645

1% 233 -233

NAIDE 3. 6 Patareide tootja on kindlaks teinud, et patarei keskmine kasutusaeg on 299 tundi. Peale tehnoloogiliste
muudatuste tegemist patareide tditmisel soovib tootja kontrollida, kas kasutusaeg on pikenenud. Selleks valitakse juhuslikult
vilja 200 patareid ja testitakse neid. Viljavalitud patareide keskmine kasutusaeg oli 300,55 tundi standardhélbega 8,28 tundi.
1. Hiipoteesi piistitamine:

Hy: n<299

H: p>299 B
2. Valimi vaatluse pdhjal saadud statistilised parameetrid: valimi maht n =200 ; valimi aritmeetiline keskmine x =300,55 ja
valimi standardhélve s = 8,28. Parameetri z empiiriline vairtus z :W =2,65

v200

3. Olulisuse nivoole 5% vastav kriitiline vaartus on 1,645.

4.1,645<2,65 jarelikult parameeter langeb kriitilisse piirkonda.

5. Kuna z-testi parameeter langeb kriitilisse piirkonda, tuleb nullhiipotees tagasi liikata. Vaatluse tulemus on kooskdlas
viitega, et patareide keskmine kasutusaeg pikenes.

NAIDE 3. 7 Firma juhtkond viidab, et keskmine kuu to6tasu nende firmas on 8500 krooni. Uhe osakonna juhataja aga
vaidlustab selle numbri, vdites, et keskmine kuu to6tasu on véiksem. Viite kontrollimiseks leitakse 150 juhuslikult vilja
valitud to6tajate tootasude keskmine.

1. Hiipoteesi piistitamine:

Hy: n=8500
H,: n<8500 _
2. Valimi vaatluse pohjal saadud statistilised parameetrid: valimi maht # =150 ; valimi aritmeetiline keskmine x =8120 ja
valimi standardhidlve s = 3900. Parameetri z empiiriline véértus z :% =-1,19.
Y150

3. Olulisuse nivoole 5% vastav kriitiline vaartus on - 1,645.

4.-1,645 < - 1,19 jérelikult parameeter ei lange kriitilisse piirkonda.

5. Kuna z-testi parameeter ei lange kriitilisse piirkonda, tuleb nullhiipotees vastu votta. Vaatluse tulemus ei kinnita viidet, et
keskmine kuu té6tasu on viiksem kui 8500 krooni.

Uhepoolseid hiipoteese kasutatakse tihti, kui tahetakse hinnata tootja riski voi tarbija riski.

NAIDE 3. 8 Oletame, et maisihelbeid miiiiakse karbis, mis peaks sisaldama 250 g helbeid. Tegeliku koguse kdrvale-
kaldumisele sellest normist reageerivad tootja ja tarbija erinevalt. Kui nditeks pakendis on rohkem kui 250 grammi, kannatab
kahju tootja, sest makstakse vaid 250 g eest. Seega tootja seisukohast ei tohi maisihelveste kogus pakis olla suurem kui 250 g,
voib olla viiksem.
Tootjat rahuldab jargmine hiipoteeside paar:

Hy: n<250,

H: n>250.
Tarbija seisukohast ei tohi kogus olla véiksem kui 250 g, vdib olla suurem, siis on tarbija rahul. Tarbija peab kontrollima
sellist hiipoteeside paari:

Hy: n=250,

H,: n<250.

3.5. Viikesed valimid, #-test

Viiikeste valimite (» < 30) korral valimite keskvéartused alluvad #- jaotusele ehk Studenti jaotusele
ning siis kasutatakse hiipoteeside kontrollimiseks #-testi ehk Studenti testi.
Hiipoteeside piistitamine ja nende kontrollimise metoodika on sama, mis z-testi korral. Valem
parameetri ¢ empiirilise vadrtuse leidmiseks on ka samasugune, mis z-testi korral:
S .
t= , kus standardviga s =

*

S, \/ﬁ

S

kus u on hiipoteesiga piistitatud keskvéartus, n valimi maht, x valimi keskvirtus ja s valimi
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standardhilve.

Erinevus z-testist on vaid kriitilistes véértustes. #-testi parameetri Kriitiline viértus soltub lisaks
olulisuse nivoost ka vabadusastmete arvust v.

MS Excelis kasutatakse kriitilise vairtuse leidmiseks funktsiooni TINV. On vaja ette anda:
» olulisuse nivoo (probability) o (vea lubatavuse tdenédosus, tavaliselt 5% voi 1%)

Kahepoolse hiipoteesi korral funktsiooni TINV parameeter probability = a.

Uhepoolse hiipoteesi korral funktsiooni TINV parameeter probability = 20. See tihendab, et kui
ithepoolse hiipoteesi korral tahame olulisuse nivood 5%, tuleb funktsiooni TINV parameeter
probability votta 2 - 5%.

» vabadusastmete arv (degrees of freedom) v .
Uhe valimi korral v=n-1.
Kahe valimi korral (keskvéirtuste vordlemine) v=n, +n, -2.

NAIDE 3. 9 Oletatakse, et keskmise miiiigitehingu visrtus on 500 kr. Kuue juhuslikult vilja valitud tehingu maksumuse
aritmeetiline keskmine oli 555 kr standardhélbega s=74,90 kr. Hiipoteesi kontrollimiseks ksautame kahepoolset t-testi.
1. nullhiipotees Hy: n=500

sisukas hiipotees H: p=500
2. Valemist leitakse parameetri ¢ védértus 1,799.
3. Olulisuse nivooks voetakse 5%.Vabadusastmete arv v =n - 1= 6-1 = 5. Kriitiline vdirtus t,, = 2,57 (funktsioon TINV)
4. -2,57<1,799 <2,57
5. Kuna parameetri vaértus ei lange kriitilisse piirkonda, pole alust nullhiipoteesi tagasi liikkata. Jarelikult voib viita, et
keskmise miiiigitehingu véértus on 500 kr.

NAIDE 3. 10 Reklaamis vdidetakse, et Suzuki BALENO tarbib maanteesdidul bensiini 6,8 liitrit 100 km kohta. Autoomanik
soovis kontrollida, ega tema auto 6konoomsus pole lubatust vdiksem. Viiel katsel suutis ta 50 liitriga labida vastavalt 690, 750,

645, 730 ja 740 kilomeetrit. Kas auto 6konoomsus vastab reklaamis toodule?

Viie katse keskmine annab 7,05 liitrit 100 km kohta, standardhdlbega 0,45. Hiipoteesi kontrollimiseks kasutame {ihepoolset ¢-
testi
1. nullhiipotees Hy p=68

sisukas hiipotees H: p>6,8
2. Valemist leitakse parameetri ¢ védrtus 1,27.
3. Olulisuse nivooks voetakse 5%.Vabadusastmete arv v = n - 1= 5-n = 5. Kiriitiline véértus ¢, = 2,132 (funktsioon TINV,
alpha=2x5%)
4. 1,27<2,32
5. Kuna parameetri vaértus ei lange kriitilisse piirkonda, pole alust nullhiipoteesi tagasi liikata. Jarelikult v3ib viita, et auto
o6konoomsus vastab rekalaamis toodule.

Kuna suurte valimite korral ¢ jaotus ldheb iile normaaljaotuseks, voib ¢ testi kasutada nii suurte kuika
viikeste valimite korral ja seepdrast spetsiaalsetes statistikapakettides (SPSS) enamasti z-testi valikut
pole.

z - testi ja t- testi erinevus seisneb vaid kriitilistes véartustes viikeste valimite
korral.

Seepérast jargmistes punktides radgitakse vaid ¢-testist.

3.6. Soltuvad ja s6ltumatud valimid

Tihti esineb olukordi, kus on vaja vorrelda mingi tunnuse vairtusi kahe kogumi korral. Siis on
tegemist kahe keskvédrtuse vordlemisega (compare means)

PGhimotteliselt voib esineda kaks voimalust:
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» tuleb vOrrelda erinevaid ehk s6ltumatuid valimeid;
» iihe ja sama valimi tunnuse vddrtus muutub mingi tegevuse tulemusl, soltuvad valimid.

I Soltumatud valimid

Soltumatute valmite (indenpendent samples) korral leitakse eraldi mdlema valimi keskvairtus ja
standardhélve. Seejérel uuritakse, kas valimite keskvaartused on oluliselt erinevad voi mitte.

Olgu meil iiks valim mahuga n,, keskvairtusega )_cl ja standardhélbega s,. Teise valimi maht olgu #,,
keskviirtus )_cz ja standardhélve s,. On vdimalik néidata, et suurte valimite korral keskviértuste vahe

)_cl —)_cz allub normaaljaotusele N(u, - u,, s,), mille standardviga s, on leitav valimite

standardhélvete pohjal jargmiselt:

Kahe kogumi keskvéirtuse vordlemisel piistitatakse hiipotees nende keskvairtuste vordsuse kohta.

Nullhiipoteesiks on, et keskvairtused on vordsed: Hy: oy, =p,.
Sisukas hiipotees on, et keskvéartused ei ole vordsed Hpi:p#u,.
Parameetri ¢ empiiriline véartus leitakse valemist
X, - X
P e
S

*

NAIDE 3. 11 50 vaataja kiisitlus niitas, et keskmiselt vaadati televisioonisaateid 3,1 tundi 66pdevas standardhélbega 2,12
tundi. Peale muudatuste tegemist televisiooni saatekavas viidi 14bi uus kiisitlus. Seekord kiisitleti 30 juhuslikult valitud inimest.
Keskmiseks ajaks saadi 3,6 tundi 66péevas standardhélbega 2,13 tundi. Kas see erinevus on oluline, s.t. kas programmi
vaadatavusmuutus?
Kasutame kahepoolset z-testi, sest uurime kas vaadatavus muutus. Me ei piistita hiipoteesi, kummas suunas muutus toimus
(suurenes voi vdhenes).
1. Hiipoteesi plistitamine: ~ H: p, =pu,

Hy:py#p,
2. Arvutustest saadud parameetri z empiiriline vaartus -1,09.
3. Olulisuse nivoole 5% vastavad kriitilised védrtused on -1,96 ja 1,96.
4.-1,96 <1,09 < 1,96 parameeter ei lange kriitilisse piirkonda.
5. Kuna testi parameeter ei lange kriitilisse piirkonda, pole alust nullhiipoteesi tagasi liikkata. Seega vaatluse tulemused ei luba
viita, et teleprogammi vaadatavus muutus péarast muudatuste tegemist saatekavas.

II Soltuvad valimid

Kui muutuste mootmiseks moddetakse samu objekte kahel korral, on tegemist sdltuvate valimitega
(paired samples). Mootmistulemustes esinevad iga objekti jaoks paarikaupa kaks viértust. Sellisel

juhul ei tohi kasutada eelmises punktis toodetud metoodikat, vaid tuleb leida liksikobjektide
muutused ja teha selgeks, kas keskmine muutus erineb nullist.
Olgu esimese mddtmise tulemused x; ja teise moStmise

tulemused y, . Sellisel juhul roomne | oarast | Brinevus
» Arvutatakse iga vaatlustepaari jaoks muutuse d, =y, - x,. 74 69 3
» Leitakse muutuste keskvéirtus d ja standardhilve s,,. i? i(l) i
» Kontrollitakse hiipoteesi, kas keskmine muutus erineb 67 31 6
nullist (keskvdirtuse testimine). 96 80 16
69 66 3

NAIDE 3. 12 Sooviti uurida fiiiisilise pingutuse mdju iilidpilase 57 53 4
taechelepanuvdimele. Selleks valiti juhuslikult 10 katsealust ja korraldati neile 76 73 3
spetsiaalselt viljatootatud test. Pérst tunniajalist kehalist koormust tuli uuesti 71 66 S
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tdita analoogiline test. T. Testi tulemused enne ja pérast koormust on toodud tabelis. Erinevuste keskvaértus on 5,6
standardhélbega 6,4.

Kasutame kahepoolset #-testi.

1. Hiipoteesi plistitamine: ~ H: p =0
H;:p=#0
2. Arvutustest saadud parameetri z empiiriline véiartus 2,75.

3. Olulisuse nivoole 5% vastavad kriitilised védrtused on -2,62 ja 2,62.
4.2,62 <275 parameeter langeb kriitilisse piirkonda.

5. Kuna #-testi parameeter langeb kriitilisse piirkonda, tuleb vastu votta sisukas hiipotees. Seega vdime viita, et fiiiisiline
koormus mdjutab iilidpilaste tdhelepanuvdimet.

3.7. Olulisuse tdendosus

Niites 3.6 (lk 26) patareide testimise kohta leidsime, et z-testi empiiriliseks vaértuseks tuli 2,65, aga
kriitiline vaartus oli olulisuse nivoo 0,05 korral 1,645. Kui madal voiks olla olulisuse nivoo, et antud
andmete pohjal saab veel vastu votta sisuka hiipoteesi? See tdhendab, milline olulisuse nivoo vastab
vadrtusele 2,657 Selgub, et kui votta olulisuse nivooks 0,0044, on kriitiline véértus 2,65.

0,0044

i T
0 1,645 2,65 t

Joonis 9 Varjutatud osa pindala on kriitilisele
véadrtuselel,645 vastav tdendosus, mis on olulisuse
nivoo.Viirutatud osa pindala, mis vastab empiirilisele
vaartusele, on olulisuse tdendosus.

Olulisuse tdeniiosus on vdikseim olulisuse nivoo, mis antud valimi pdhjal lubab
vastu votta sisuka hiipoteesi.

Mida vidiksem see suurus on, seda "vdimsamalt" on sisukas hiipotees toestatud. Inglisekeelses
terminiloogias kasutatakse selle mérkimiseks ka terminit power. Analiilisi tulemuste esitamisel
tuuakse dra olulisuse tdendosuse arvuline vdirtus, mis voimaldab lugejal otsustada, kui “vdimsalt” on
sisukas hiipotees toestatud voi kui palju jéi olulisuse nivoost puudu.

Enamik statistikapakette lubab leida olulisuse tdenédosust (signicance probability ehk p value), mida
siis vOrreldakse olulisuse nivooga o ja voetakse vastu otsus:

» p<a voetakse vastu sisukas hiipotees;

» p>a voetakse vastu nullhiipotees.

Excelis leiab z-testi korral olulisuse toendosuse funktsioon ZTEST, ¢-testi korral TTEST.
Programmis SPSS leitakse koikide testide korral olulisuse tdenédosus (lithendatult Sig.).

SPSS toob i#ra olulisuse tdendosuse kahepoolse testi jaoks (two-tailed) . Uhepoolse testi korral tuleb
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see jagada kahega.

0,4 0,4
0 t

Joonis 10 Kahepoolse hiipoteesi korral on olulisuse
toendosus 0,4 + 0,4 =0,8

3.8. Dispersioonide vordlemine, F-test.

Monikord on vaja kontrollida, kas uuritava tunnuse hajumist kirjeldav dispersioon on erinevates
valimites oluliselt erinev.

NAIDE 3. 13 Ajakiri Journal of Occupational and Organizational Psychology viis 1992 aasta detsembris 14bi uuringu, kas
inimese vaimne tervis ja tooga kindlustatus on omavahel seotud. Uks valim moodustati to6tute hulgast, teine hdivatute
(todtatavate inimeste) hulgast. Uuringuks kasutati GHO (General Health Questionnaire) testi. Lisaks kahe valimi keskvairtuse
vordlemisele vorreldi ka testi tulemuste varieerumist erinevates valimites. Néiteks 142 hdivatud mehe korral oli testi tulemuste
standardhélve 3,62, aga 49 t66tu mehe korral 5,10. Tuli otsustada, kas vaimse tervise niitaja varieerumine on nendes
gruppides oluliselt erinev?

Dispersioonide vordlemiseks kasutatakse F-testi, mille vottis kasutusele inglise matemaatik Ronald
Fisher (1890-1962).

Nullhiipotees H,: kogumite dispersioonid on vordsed, o’=0,".
Sisukas hiipotees H,: kogumite dispersioonid ei ole virdsed, o’ #0,".

Hiipoteesipaari kontrollimiseks kasutatakse valimite dispersioonide suhet

Selle statistiku jaotuseks on nullhiipoteesi korral F-jaotus parameetritega n,-1 ja n,-1 (jaotuse
konkreetne kuju sdltub mdlema valimi mahust). Graafik kujutab iihest ja samast kogumist voetud
juhuvalimite dispersioonide suhte tdendosusjaotust. F-jaotus on ebasiimmeetriline jaotus (joonis 11).

5,107
3,62?
0,05 vastav kriitiline vdartus on 1,51 (vt joonis 12). Jarelikult empiiriline vaértus langeb kriitilisse

piirkonda ning vaimse tervise varieerumine tootute ja hdivatute hulgas on oluliselt erinev.
Empiirilisele vdirtusele 1,98 vastav olulisuse tdendosus on 0,0038.

Naites toodud standardhilvete korral vastav dispersioonide suhe F'= =1,98. Olulisuse nivoole
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Joonis 11 F-jaotuse tihedusfunktsioon, kui mdlema valimi ] o . .
maht on 10. Joonis 12 Valimitele mahuga 141 ja 49 vastav F-jaotus
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3.9. Mirgitest

Mitteparameetrilisi teste kasutatakse juhul kui uuritava tunnuse modtmiseks saab kasutada vaid

jérjestusskaalat. Jarjestuskaalas mdddetava tunnuse keskmise taseme maaramiseks kasutatakse
mediaani.

Lihtsaim mitteparameetriline test mediaani testimiseks on mérgitest (ka mediaantest, binoomtest).
Sobib véga histi kaheviirtuselise tunnuse testimiseks ja pohineb binoomjaotusel.

Mirgitesti idee seisneb jargmises:

1. Piistitatakse nullhiipotees, et kogumi mediaan vastab mingile vairtusele p,.

2. Tehakse juhuvalim, milles loetakse iile, mitu vairtust on viiksemad (N') ja mitu vdirtust suuremad
(N"), kui nullhiipoteesis piistitatud mediaani vaértus. Nende arvude summa on korrigeeritud valimi
maht n=N"+N".

3. Kui nullhiipotees on tdene, peaks juhuvalimis jddma modlemale poole mediaani enam-viahem
ithepalju vaartusi, N = N *. Erinevus on siis tingitud vaid valimi juhuslikkusest.

4. Kuna nullhiipoteesi korral on mediaanist suurema vairtuse saamise tdendosus 0,5 (nagu ka

viiksema véirtuse saamise tdendosus), siis kriitilise vairtuse leidmiseks saab kasutada
binoomjaotust, N "~ B(n;0,5).

Praktikas leitakse algul vasakpoolne kriitiline virtus, nii et P(N <N, )< % ja seejédrel

parempoolne kriitiline véértus seosest N,,,=n - N, ,. Kriitiliste vdidrtuste arv mdningate valimite
korral on toodud alljargnevas tabelis.

Miargitesti kriitiline piirkond
Olulisus 5%
Kahepooolne Uhepoolne
Korrigeeritud valimi maht i k7 i B By W7k
n < voi > < >
6 1 5 1 5
9 2 7 2 7
10 2 8 2 8
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13 3 10 4 9
15 4 11 4 11
19 5 14 6 13
20 6 14 6 14
21 6 15 7 14
30 10 20 11 19
40 14 26 15 25

Suvalise valimi mahu korral voib mérgitesti kriitilisi védrtusi leida Exceli funktsiooni CRITBINOM
abil. Funktsiooni kasutamiseks vajalikud ldhteandmed:

Trials korrigeeritud valimi maht, st suuremat ja vdiksemat véértust omavate tulemuste
koguarv

Probability s suurema viirtuse esinemise tdendosus 0,5

Alpha ithepoolse testi korral olulisuse tdendosus a, kahepoolse testi korral %.

Mairgitesti kasutatakse ka kogumis toimunud muutuste hindamisel vdi erinevate kogumite
vordlemisel.

NAIDE 3. 14 Reklaamide hindamine. Mérgitest Reklaam 1 |Reklaam 2 |Erinevus
17-le inimesele ndidati kahte erinevat reklaami ja paluti neil molemat reklaaami 4 2 +
hinnata 5 pallises skaalas. Tabelis on toodud kiisitluse tulemused. 2 4 -
1. Nullhiipotees  H, : hinnang reklaamidele on iihesugune 4 5 -
Alternatiivne  H,: hinnang reklaamidele ei ole iithesugune 4 4
4 4
2. Kahte reklaami hindasid erinevalt 13 inimest, seega korrigeeritud valimi maht 2 5 -
n=13 3 3
3. Esimest reklaami hindasid kdrgemalt 3 inimest, N =3. 4 5 -
4. Olulisuse nivool 5% ja korrigeeritud valimi mahu 13 korral on kriitilised 3 5 -
védrtused 3 ja 10. 5 4 +
5. N* =3 ei lange kriitilisse piirkonda, tuleb vastu votta nullhiipotees: hinnang 3 4 -
reklaamidele on ithesugune. 3 5 -
4 5 -
5 5
4 5 -
5 4 +
2 5 -

3.10. Sagedustabelid ja y* - test.

NAIDE 3. 15 Olgu meil kébi viidud ankeetkiisitlus. Lisaks vastustele paluti kiisitluse tiitjal mirkida ka oma sugu ja
vanusegrupp. Kasutades y* - testi, on vdimalik uurida, kas vastus mingile konkreetsele kiisimusele sdltub vastaja soost, st kas
on seos soo ja vastusevariantide jaotuse vahel. Samuti kas on seos vanuse ja konkreetsele kiisimusele vastamise vahel.

NAIDE 3. 16 Portfelliteoorias eeldatakse, et aktsia tulumiirade jaotus allub normaaljaotusele. Seda, kas eeldus on tiidetud,
saab kontrollida, kui vordleme empiirilist tuluméérade jaotust normaaljaotusega.

y* - test vdimaldab kontrollida hiipoteesi

»  kahe empiirilise jaotuse kokkulangemise kohta, sealhulgas kahe erienva tunnuse vahelise seose
olemasolu,

»  empiirilise ja teatud teoreetilise jaotuse kokkulangemise kohta.

¥2 - testi kasutamisel ldhtutakse valimite pohjal saadud sagedustabelitest, kus esitatakse saadud
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0,2

0,15

2 4 6 8 10
Joonis 13 ¥* jaotuse tihedusfunktsioon
empiirilised sagedused n,,,,;, ja neid vorreldakse teoreetilisele jaotusele vastavate teoreetiliste

sagedustega n,,,,.
Parameetri y* empiiriline viirtus teoreetilise jaotusega vordlemisel leitakse valemist

2

X2 — Z (nteor B nemp)

teor

Kui kogumites on vastavate tunnuste jaotus iihesugune (kehtib nullhiipotees, st erinevus puudub), siis
juhuvalimite pdhjal leitud esinemissageduste alusel viljaarvutatud empiiriline véirtus x* allub
toendosusjaotusele, mis on toodud joonisel 13. Graafiku tdpne kuju soltub vabadusastmete arvust,
mis on tihe vorra vdiksem uuritava tunnuse erinevate vaértuste arvust. Kui 71, = i, ON
parameetri vadrtus null. Jarelikult mida parem on kooskola, seda vdiksem on parameetri véértus.

Hiipoteesi kontrollimisel kasutatakse iihepoolset (parempoolset) kriitilist piirkonda. Parameetri
kriitiline vaartus leitakse MS Excelis funktsiooni CHIINV kasutades. Argument propability on
olulisuse nivoo o ja degrees freedom on vabadusastmete arv v.

Testi, mis ei kasuta uuritava tunnuse viirtusi, vaid viértuste esinemissagedusi, nimetatakse mitte-
parameetriliseks testiks. Mitteparameetrilist testi saab kasutada nii nominaalskaala, jédrjestikskaala
kui ka intervallskaala korral.

Tunnuseks voib olla ostja sugu, millel on kaks vdirtust: mees ja naine (nominaalskaala), teatud toote
meeldivus: meeldib, neutraalne, ei meeldi (jarjestikskaala), hinnag testis esitatud véitele: ndus, vastu
(jérjestikskaala).

NAIDE 3. 17 Tootja arvab, et konkreetse kauba meeldivus ostjale sdltub ostja soost. Hiipoteesi kontrollimiseks kiisitleti
valmit, milles oli 60 meest ja 90 naist ning saadi jargmised tulemused.

Empiirilised sagedused:

mehed naised KOKKU
meeldib 17 14 31
neutraalne 29 45 74
ci meeldi 14 3] 45
KOKKU 60 90 150

1. Nullhiipotees H,: ostja sugu ei mdjuta kauba meeldivust.
Sisukas H,: ostja sugu mdjutab kauba meeldivust.
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2. Leitakse nullhiipoteesile vastavad oodatavad vairtused. Algul leitakse meeste ja naiste osakaalud vastavas valimis ehk

tunnuse "sugu" jaotus. Meeste osakaal % =0,4 =40%, naiste osakaal % =0,6 =60%.

Oodatavate vairtuste(nullhiipoteesile vastavate védrtuste) leidmisel eeldatakse, et meeldivus ei s6ltu ostja soost. Sellisel juhul

peaks need 31, kellele kaup meeldis, jaotuma meesteks ja naisteks samamoodi nagu terves valimis. Oodatav meeste arv

0,4%x31=12,4 , oodatav naiste arv 0,6 %31=18,6.Ssamamoodi pekasid jaotuma need 74, kes olid neutraalsed ning need 45,
kellele kaup ei meelidnud. Tehes vastavad arvutused, tdidetakse dra oodatavate vadrtuste tabel. Veerud ja read kokku peavad
andma samad arvud, mis empriirilises tabelis.

Oddatavad véirtused:
mehed naised KOKKU
meeldib 12,4 18,6 31
neutraalne 29,6 44.4 74
ei meeldi 18 27 45
KOKKU 80 90 150

Nii empiirilised kui sagedused kirjutatakse vordlemiseks {ihte tabelisse:

Klass o Oodatav sagedus LB Lp— mr)z (nempiir - ntm)2
Empiiriline Mo —_—

sagedus Mieor

Nempiir

mehed, meeldib 17 12,4 4.6 21,16 1,706
mehed, neutraalne 29 29,6 -0,6 0,36 0,012
mehed, ei meeldi 14 18 -4 16 0,889
naised, meeldib 14 18,6 -4.6 21,16 1,138
naised, neutraalne 45 44 .4 0,6 0,36 0,008
ol ol d : 7 i 0,593

| | | | | ¥2 (empiir.) | 4,346|

3. Vabadusastmete arv v =(n, -1)-(n,-1)=(3 -1)+(2 - 1) =2, kus n, on iihe tunnuse ("sugu") véirtuste arv ja n, teise tunnuse

("meeldivus") vddrtuste arv. Parameetri kriitiline vairtus olulisuse nivool 0,05 vabadusastmete arvuga 2: x* 0 =3,99.

4. Parameeter ei lange kriitilisse piirkonda: 4,346 < 5,99
5. Jarelikult nullhiipotees tuleb vastu votta. Olulisuse nivool 5% puudub seos kauba meeldivuse ja ostja soo vahel.

Vabadusastmete arv kahe tunnuse vOordlemisel leitakse valemist

v=(n,~1)"(ny-1),

kus 7, on lihe tunnuse viirtuste arv ja n, teise tunnuse vairtuste arv.

NAIDE 3. 18 Ulidpilase Riina Kala bakalaureusetdds [1] uuriti tddtajate motiveerimist erinevate riikide (Eesti, Soome, Liti)
viikeetevotetes. Uheks hiipoteesiks oli, et véikeettevotetes on tddtajate motivatsioon riigiti erinev. Uuringu kdigus viidi 14bi

kiisitlus, kus paluti vastata erinevatele kiisimustele, vastusevariante oli neli ("jah", "osaliselt", "iildse mitte
Iga kiisimuse korral vdrreldi vastuste jaotust erinevates riikides ja viidi 1ibi y test jirgmise hiipoteesipaariga:

nullhiipotees — vastuste jaotus antud kiisimusele on erinevates riikides tihesugune;
sisukas hiipotees — vastuste jaotus antud kiisimusele on erinevates riikides erinev.
K&ikide kiisimuste jaoks arvutati testi parameeter . Lisaks leiti olulisuse tdendosused ja vorreldi neid olulisuse nivooga 5%.
Alljargnevas tabelis on toodud tulemused esimese 10 kiisimuse kohta (viimases veerus tahistab “+” kiisimusi, mille korral
olulisuse tdendosus on viiksem kui olulisuse nivoo, st erinevus on statistiliselt oluline).

ei oska oelda").

Kiisimus Parameetri Oulisuse Erinevus
"Kas Te.... empiiriline tdendosus [statistiliselt oluline
vadrtus (nivool 5%)
1......olete rahul to6tasuga, mida momendil teenite? 11,9 0,0178 +
D......olete diglaselt tasustatud? 27,5 0,0001 +
B......olete rahul tookeskkonnaga (valitsev Shkkond)? 13,7 0,0083 +

R. Kala "To6tajate motiveerimine véikeettevdtetes". Bakalaureuseto. Tallinn, Audentese Ulikool, 2004.
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K.....olete rahul oma tooreziimiga (t60aeg)? 17,9 0,0013
5....olete rahul informatsiooni litkumisega ettevottes? 16,6 0,0108
6......tunnete ennast turvaliselt oma to6kohal (kartus kaotada t66)? 30,2 0,00004
7......0lete rahul oma t606 sisuga? 10,0 0,1243
8......tunnete soolist voi ealist diskrimineerimist ettevottes, kus tootate? 12,4 0,0544
O......tunnete ennast ettevottele vajaliku tootajana? 70, 0.3192
10......1ahete meelsasti kaasa ettevottes toimuvate uuendustega? 16 0.0139 +

Mingu suuruse empiirilist jaotust voib vorrelda konkreetse teoreetilise jaotusega (iihtlane jaotus,
normaaljaotus, Poissoni jaotus). Siis leitakse oodatavad viirtused vastava teoreetilise jaotuse pdhjal.

NAIDE 3. 19 Probleem: kas klienditeenindajad téotavad iihesuguse kiirusega? Vaatluse andmed on toodud tabelis.

Teenindaja Klientide arv tunnis

Anu 27

Kai 31

Malle 29

Meeli 27

Tiiu 26

KOKKU 140

1. Nullhiipotees H,: koik teenindajad todtavad iihesuguse kiirusega, teenindatud kliendid jaotuvad iihtlaselt.
Sisukas H;: teenindajad ei to6ta ithesuguse kiirusega, teenindatud kliendid ei jaotu iihtlaselt.

2. Leitakse oodatavad véirtused ning nende ja empiiriliste andmete pShjal parameetri vairtus. Kuna nullhiipotees on, et

summaarne klientide arv _ 140

teenindajate poolt tunnis teenindatud klientide arv on iihesugune, peaks see olema e =28

teenindajate arv

Teenindaja Empiiriline sagedus | Teoreetiline Rompiir ™ Meor (n,, S teor)2 (nempm - n[wr)z
empiir sagedus —

nteor nteor
Anu 27 28 -1 1 0,357
Kai 31 28 3 9 3,214
Malle 29 28 1 0,357
Meeli 27 28 -1 1 0,357
Tiiu 26 28 -2 4 1,429
1 5,714

3. Klasside arv m = 5. Uhtlase jaotuse parameetrite arv » = 0. Vabadusastmete arv v=m -r-1=5-0 -1 =4. Parameetri
kriitiline vdértus olulisuse nivool 0,05 vabadusastmete arvuga 4: xz o =949.

4. Parameeter ei lange kriitilisse piirkonda: 5,714 < 9,49
5. Nullhiipotees tuleb vastu votta. Teenindajate todkiirus on ithesugune.

Vabadusastmete arv vordlemisel teoreetilise jaotusega leitakse valemist
v=m-r-1,

kus m on klasside arv ja r vastava jaotuse parameetrite arv, mis erinevate jaotuste korral on jargmine:
> ithtlane jaotus 0;

> binoomjaotus 1 (positiivse siindmuse esinemise tdendosus p);

> Poissoni jaotus 1 (keskvéértus A);
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> normaaljaotus 2 (keskviirtus x ja standardhilve o).

NAIDE 3. 20 Hansapanga aktsia hind ajavahemikul 2.05.96 - 25.11.96
Kontrollitakse kas Hansapanga aktsia hinna kdikumine antud javahemikul allub normaaljaoatusele. Kogumi maht 147.

1. Nullhiipotees H,: aktsiahinna kdikumine vaadeldaval ajavahemikul vastab normaaljaotusele
Alternatiivne H;: aktsiahinna koikumine vaadeldaval ajavahemikul ei vasta normaaljaotusele.

2. Vaatlusandmete pdhjal leitakse parameetri empiiriline vaértus. Et leida empiirilist sagedust ., tuleb andmed jaotada
klassidesse (sagedusvahemikesse) ja leida igasse klassi langevate véértuste arv, mis ongi empiiriliseks sageduseks (3. veerg).
Teoreetilise sageduse leidmiseks kasutatakse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni (Excelis funktsioon NORMDIST). Selleks on
eelnevalt leitud kogumi aritmeetiline keskmine x =95,293 ja standardhilve ¢ =7,570.

Vahemikku langemise tdendosus leitakse kahe jaotusfunktsiooni vahena, see nditab, kui suur osa vaadeldavast kogumist peaks
langema antud vahemikku. Teoreetiline sagedus 7, on leitav niiiid tdendosuse ja kogumi mahu korrutisena. Teoreetiliste
sageduste summa peab andma kogumi mahu (nii nagu ka empiiriliste sageduste summa). Teoreetiline sagedus nditab, mitu
vaatlustulemust peaks langema vaadeldavasse vahemikku, kui uuritav suurus alluks vastava keskvairtuse ja standardhédlbega
normaaljaotusele.

Empiiriliste ja teoreetiliste sageduste pohjal leitakse vastavalt valemile parameetri empiiriline vaértus.

Klassi [Klassi alumine [Klassi iilemine | Empiiriline Jaotus- Vahemikkyl Teoreetiline | (n . -p
jrkor piir piir sagedus funktsioon F langemisq sagedus o
k (kaasarvatud) [(véljaarvatud) Pempiic (kumulatiivne tdendosus A Pgor Mieor
Xalumine Xenin toendosus)

1 0 84 7 0,0679 0,0679 10 0,8877

2 84 87 19 0,1364 0,0684 10 7,8201

3 87 90 7 0,242 0,1054 16 4,6753

4 90 93 23 0,381( 0,1384 20 0,3315
5 93 96 47 0,5372 0,1562 23 25,1522

6 96 99 6 0,6874 0,1504 22 11,7681
7 99 102 2 0,8122 0,1244 18 14,5012
8 102 105 6 0,900 0,0879 13 3,71233
9 105 108 25 0,9534 0,5325 8 37,6666
10 108 111 4 0,981(] 0,2762 4 0,0009
11 111 1 1,000 0,0190 3

147 X2 107,6667

3. Klasside arv m = 11. Normaaljaotuse parameetrite arv » = 2. Vabadusastmete arv v=m -r-1=11 -2 -1 =8. Parameetri
kriitiline vértus olulisuse nivool 0,05 vabadusastmete arvuga 8: > o =13,51.

4. Parameeter langeb kriitilisse piirkonda: 15,51 <107,7
5. Nullhiipotees tuleb tagasi liikkata. Hansapanga aktsia muutus perioodil 2.05.96 - 25.11.96 ei allu normaaljaotusele.

Excelis on y’-testi ldbiviimiseks sobivam kasutada ka funktsiooni CHITEST, mis arvutab vilja
olulisuse tdendosuse.

Miks on vaja kontrollida mingi suuruse allumist normaaljaotusele?

> Teades, et kauba noudlus jargib normaaljaotust, on meil vdimalik leida optimaalne tellimuse
suurust.
> Kui me teame viirtpaberi oodatava tulumiira ja standardhélbe suurust ning vaértpaberi

tuluméér jargib normaaljaotust, on voimalik leida, kui suure tdendosusega on tegelik tulu on
suurem voi viiksem etteantud vadrtusest voi jadb mingisse vahemikku (vt [2], 1k.36).

Analiiiis néitab, et normaaljaotuse jargimine védrtpaberihindade korral sdltub vaadeldava
ajavahemiku pikkusest.

NAIDE 3. 21 Aktsiahindade allumine normaaljaotusele
Audentese Kdrgema Arikooli vilistlase Veiko Kiiveti diplomit6ds "Statistiliste meetodite kasutamine Eesti vaartpaberiturul”

2p. Sander Portfelliteooria 1. Tartu, 1999.
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uuriti moningate védrtpaberite tuluméérade jaotust. T60s tehtud analiiiis kinnitas véidet, et volatiilsuse hindamine muutub seda
tipsemaks, mida lithem on analiiiisis kasutatud ajaintervall. Alljargnevalt on toodud saadud tulemuste koondtabel. HO tdhistab

nullhiipoteesi: jaotus allub normaaljaotusele, H1 alternatiivset hiipoteesi. Tabelist on niha, et vaadeldava perioodi lithenedes

vahe parameetri kriitilise ja empiirilise vdirtuse vahel viiheneb ning kolme véirtpaberi: Hansapank, Norma ja Eesti Uhispank

korral on perioodi 2 kuud jaoks nullhiipotees tdestatud.

y* testi tulemuste koondtabel. Olulisuse nivoo 5%

Aktiva Periood Kriitiline Empiiriline Kehtiv hiipotees
vaartus vaartus
4 aastat 27,59 471 H1
HANSA 1 aasta 27,59 31.5 H1
2 kuud 18,31 11,37 HO
4 aastat 27,59 502 H1
EUP 1 aasta 27,59 97 H1
2 kuud 27,59 18,32 HO
4 aastat 27.59 2141,5 H1
NORMA 1 aasta 27.59 56,6 H1
2 kuud 27,59 23 HO
4 aastat 27.59 907,3 H1
EMV 1 aasta 27,59 546,3 H1
2 kuud 27,59 50,2 H1
4 aastat 27,59 2036,5 H1
SAKU 1 aasta 25 736,7 H1
2 kuud 22,36 65,4 H1
) 4 aastat 27,59 434433 H1
HUVITUS- 4 gasta 2103 181113 H1
FOND
2 kuud 22.36 207,3 HI
Programmis SPSS on 2 - testi kasutamiseks kaks voimalust:
> Kui meil on tegemist kahe empiirilise jaotuse vordlemisega st risttabelite (crosstabs)

anallilisimisega, siis sobib valik Analyze -> Descriptive statistics -> Crosstabs ja valiku

Statistics alt médrata, et arvutatakse ka y2 - testi (Chi-Square) véirtus.
> Kui on vaja empiirilist jaotust vorrelda néiteks lihtlase jaotusega voi muu etteantud jaotusega,
siis sobib valik Analyze-> Nonparametric Tests-> Chi-Square

%’ - testi alusel on otstarbekas kindlaks méérata statistilise seose olemasolu vdi selle puudumist.
Seose tugevust on sobivam hinnata mdne ¥ alusel tuletatud seosekordaja abil. Mdned neist on

allpool toodud.

Pearsoni kontingentsuskordaja (Contingency coefficient)

c- | X
X n

Kui tunnused on sdltumatud, siis C=0. Suurim voimalik vaartus

sagedustabeli liihema kiilje pikkus.

®- kordaja (Phi coefficient)

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Kui tunnused on sdltumatud, siis ®=0. Suurim voimalik véértus ®_ =ym-1.

Craméri V-kordaja (Cramérs V)

C= | —X

n(m-1)

3.11. Uhefaktoriline dispersioonanaliiiis echk ANOVA

NAIDE 3. 22 Kolme partii vérdlemine. Dispersioonanaliiiis.

Uht tootmiseks vajaminevat elektroonikadetaili on vimalik tellida kolmelt erinevalt tarnijalt. Tarnija valikul vdetakse arvesse
kolme suurust: hind, kittetoimetamisaeg ja tarnitavate detailide kvaliteet. Kvaliteedi iile otsustamiseks on uuritud
proovipartiisid, detailide kvaliteeti hinnati 100 pallisel skaalal.

Tabelis on toodud proovipartiide hindamise tulemused.

Tarnija A B C
Keskvairtus 82,056 80,67 87,68
Standardhélve 7,12 7,59 5,23
Mabht 18 21 19

Tarnija C proovipartiil on keskmiselt detailide kvaliteet kdige korgem, jargnevad A ja C. Kas nende andmete pShjal vaib viita,
et tarnija C detailide kvaliteet erineb oluliselt teiste tarnijate detailide kvaliteedist?

Tegemist on kolme kogumiga: tarnija A toodang, tarnija B toodang ja tarnija D toodang. Igast kogumist on voetud tiks
juhuvalim ja nende valimite pdhjal tuleb otsustada, kas kogumite keskviértused on erinevad voi mittte.

Selleks, et vorrelda enam kui kahe iildkogumi keskmisi, kasutatakse dispersioonanaliiiisi ehk

ANOVA-t (analysis of variance). Dispersioonanaliiiis voeti kasutusele 20. saj. algul inglise statistiku
Ronald A. Fisheri poolt.

Vaatleme, millel pdhineb dispersioonanaliiiis. Joonisel 14 on toodud kaks valimit, mdlemad
sisaldavad viit modtmistulemust. Lisatud on ka horisontaaljooned, mis vastavad kummagi valimi
keskvaartustele y, ja y,. Kas need valimid on ithest kogumist?

S =2 N W A OO OO N O ©
=
[ ]
[ )

1. valim 2. valim

Joonis 14 Kaks valimit

Joonisel 14 toodud valimite pdhjal on sellel kiisimusele raske vastata. Kui vaadata aga joonisel 15
toodud valimeid, siis vOib intuitiivselt vdita, et need valimid on vdetud erineva keskvaartusega
kogumitest. Joonisel 16 toodud valimite kohta on ollakse aga ndus viitega, et need vdivad périneda
ithest ja samast kogumist.
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-
M

© =2 N W A OO N ® © O
m
<
—_

O = N @ A OO N ® ©
=

1. valim 2. valim 1. valim 2. valim

Joonis 15 Kaks valimit, hajumine valimite sees viike Joonis 16 Kaks valimit, hajumine valimite sees suur

Mille alusel voetakse vastu intuitiivsed otsused joonistel 15 ja 16 toodud valimite kohta? Visuaalselt
vorreldakse erinevust valimite keskvaartuste vahel valimite sisese varieerumisega. Joonisel 15 on
erinevus valimite keskvéértuste vahel suurem, kui varieeruvus valimite sees. Seepirast tehakse otsus,
et need valimid périnevad erineva keskvéirtusega kogumitest. Joonisel 16 aga on erinevus kesk-
vadrtuste vahel viike, vorreldes valimite sisese varieerumisega ning need valimid vdivad périneda
ithesuguse keskvairtusega kogumist.

Leiame objektiivse kriteeriumi, mis votaks arvesse nii valimite keskviirtuste erinevust kui ka
sisemist varieerumist. Olgu meil k£ valimit, mille jaoks on leitud ka valimeid iseloomustavad
statistilised niitajad:

Valim 1 Valim 2 Valim &k

Yu Yo Yk

Y2 Y Vi
Keskviirtus  y, 7, Vi
Standardhilve s, S, Sk
Maht n, n, n

Valimite iildkeskmine on kaalutud keskmine koigi valimite keskviaértustest.
k
— nYy;
i-1
yE—.
n

k
kus 7= n, niitab, mitu elementi on kdikides valimites kokku.
i-1

Naites toodud valimite korral iildkeskmine

18-82,05556 +21-80,66667 +19-87,68421

~83,39655
18+21+19

y=

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Valimite keskvairtuste varieerumist tildkeskmise timber ehk riithmadevahelist hajumist (variation
between groups) iseloomustab hilvete ruutude kaalutud summa SST (sum of squares for treatments).

SST=n,(y, -y +n, (v, =¥ ) + e +1, (v, ~¥)*=

1
k

:Zni(;i_;)z .
i-1

Hilvete ruutude kaalutud summa jagatakse 1dbi vabadusastmete arvuga k-1 ( k on valimite arv). Sel
teel saadud suurust nimetatakse keskruuduks ja tihistatakse MST (Mean Square of Treatments).

k
S )2
n.\y.-
SST:; i)
k-1 k-1

MST =

Miks on vabadusastmete arv k -1 ? Hélvete ruutude summas on £ liidetavat. Soltumatuid liidetavaid on aga k-1, sest
iildkeskmise y arvutusvalemist jéreldub, et

n,-y) (V= y) et (- y) =y rnyy, +ny) —(ny tny L +n)y =0

Seega kui meil k-1 liidetavat on olemas, siis k-ndat liidetavat enam sdltumatult valida ei saa, kuna kehtib toodud kitsendav
tingimus. Uks vabadusaste kaob &ra iildkeskmise kasutamise tottu.

Naites toodud valimite korral annab vastav arvutus
18(82,05556 - 83,39655)* +21(80,66667 - 83,39655)*+19(87,68421 - 83,39655)2
3-1

MST = =269,08

Valimite sees esinev hajumine on pohjustatud sellest, et tegemist on juhuvalimitega, seega
juhuslikest pohjustest. Valimite sees esinevat varieerumist ehk rithmasisest hajuvust (within
groups) kirjeldab hilvete ruutude summa SSE (Sum of Squared Errors).

Leiame valimite sees esinevat varieerumist ehk riihmasisest hajuvust kirjeldava hilvete ruutude
summa SSE (Sum of Squared Errors)

SSE:()/H _)71)2 +(V12 _J71)2+--- +(V1n1_)71)2+ 1. valim
0y _J72)2 (Vo ‘J72)2 te +(yz,12 —)72)2 + 2. valim
Vi _J7k)2 Vo ‘)7k)2 ta +(ank—)7k)2 k-s valim

Arvestades, et i-nda valimi standardhilbe jaoks kehtib valem
2 i _)71')2 i _)71')2 T +(yini_J7i)2
s = ,

1
nl.—l

vOime vastava halvete summa esitada valimite standardhalvete kaudu

k
SSE=(n, = 1)s{ +(ny = 1)s; +... +(n, ~1)s; :; (n,=Ds; .

Vabadusastmete arv on niilid 7 -k, sest kokku on meil # mdotmistulemust ja nende pohjal on leitud &
keskmist, mis vdhendabki vabadusastmete arvu k vorra. Vastav keskruut MSE (Mean Square of
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Errors)

k
Y (n,-1)s]
MSE = SSE _i-=l

n-k n-k

Naites toodud valimite korral annab vastav arvutus
(18 -1)-7,124706% + (21 - 1)-7,598245% + (19 - 1)-5,228688>

MSE = =45,63
58-3
Niitid on meil olemas
> seletatud hajumist kirjeldav suurus MST (niites on see pdhjustatud sellest, et valimid olid
voetud erinevatelt tarnijatelt);
> seletamata hajumist kirjeldav suurus MSE (niites on see pdhjustatud iga tiksiku valimi sees

toimuvast detailide kvaliteedi kdikumisest).

Nende suhe ongi vastav statistiline parameeter, mida saab kasutada joonistel 14 - 16 toodud
situatsioonide objektiivseks hindamiseks. Robert Fisheri nime jargi nimetatakse seda F- jaotuseks:

SST
MSE  SSE
n-k

Toodud valemi pohjal leitud empiirilist vddrtust vorreldakse F-jaotuse kriitilise vaértusega ja selle
pohjal vdetakse vastu otsus nullhiipoteesi kehtivuse voi tagasiliikkamise kohta.

Dispersioonanaliiiisi tulemused tuuakse tavaliselt dra kokkuvotvas tabelis.

Varieeruvuse Hilvete ruutude Vabadus- Keskruut F-statistik
allikas summa SS astmete arv df MS
Rithmade vaheline SST:é n.(,-y) k-1 MST = % F= g—g
Riithmasisene SSE :ﬁ; (n; - 1)51-2 n-k MSE = jiE
Uldine SST + SSE n-1

Programmis MS Excel on iihefaktorilise dispersioonanaliiiisi ldbiviimiseks olemas spetsiaalne vahend
Anova: Single Faktor (meniilist Tools, Data Analysis). Kokkuvdtvas tabelis ANOVA tuuakse dra
hélvete ruutude summad SS, vabadusastmete arvud df, keskruudud MS, F-statistiku empiiriline
védrtus F, olulisuse tdendosus p ja F statistiku kriitiline védrtus valitud olulisuse nivool F crit.

Niites toodud andmete analiiiisi tulemusel saadi MS Excelis jirgmine tabel:
Anova: Single Factor

SUMMARY

Groups Count Sum Average Variance
A 18 1477 82,05556 50,76144
B 21 1694 80,66667 57,73333
C 19 1666 87,68421 27,33918

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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ANOVA

Source of Variation SS df MS F P-value F crit
Between Groups 538,1629 2 269,0815 5,896874 0,004783 3,164999
Within Groups 2509,716 55 45,63121

Total 3047,879 57

Dispersioonanaliiiisi korral on tegemist funtktsioontunnuse ning iihe vdi mitme argumenttunnusega,
mida nimetatakse faktoriteks. Uhefaktorilise dispersioonanaliiiisi puhul uuritakse funktsioontunnuse
soltuvust ainult lihest faktorist. Faktori voimalikud vditused on faktori tasemed.

Niites on faktoriks tarnija (tasemed on tarnija A, B ja C) ja funktsioontunnuseks detailide kvaliteet
ning uuritakse, kas detailide kvaliteet sdltub vastavast faktorist, st tarnijast.

Faktor X mojub tunnusele Y, kui tunnuse Y keskvaartuste erinevus eri rithmades (valimites) on
pohjustatud faktori erinevatest tasemetest..

Dispersioonanaliilis on meetod, millega otsitakse vastust kiisimusele, kas rithmakeskmiste
erinevus on pohjustatud uuritava faktori mdjust voi valimite juhuslikkusest.

Uldiselt vdib faktoreid olla rohkem kui iiks. Kui iga faktortunnuse igal tasemel on tehtud iihepalju
moOtmisi, on tegemist tasakaalustatud mudeliga. Kui modtmisi on tehtud faktori kdigil voimalikel
tasemetel, siis nimetatakse seda fikseeritud faktoriks. Kui faktortunnusel on palju erinevaid védrtusi
ja mdddetud tasemeid vaadeldakse juhusliku valimina faktori vdimalike tasemete hulgast,
nimetatakse seda juhuslikuks faktoriks.

Niites oli erinevatelt tarnijatelt saadud proovipartiid erineva suurusega, tegemist oli taskaalustamata mudeliga. Kui koigi
proovipartiide (valimite) suurus oleks olnud ithesugune, oleks tegemist olnud tasakaalustatud mudeliga. Proovipartiid olid
olemas koigilt voimalikelt tarnijatelt, st kdigi voimalike faktori tasemete jaoks, ning tegemist oli fikseeritud faktoriga. Kui aga
néiteks tarnijaid oleks kokku olnud 10 ja juhuslikult valiti vélja 3 tarnijat, kellelt saadud proovipartiisid mdddeti, oleks
tegemist olnud juhusliku faktoriga.

Hiipoteeside paar dispersioonanaliiiisi korral:

Nullhiipotees Hy:  u, =p, =... =p,, funktsioontunnuse Y keskvéirtused on kdigis riihmades
vOrdsed.
Alternatiivne H;:  Leidub vahemalt kaks rithma 7 ja j , mille korral 4, # W, st riihmade

keskvairtuste hulgas leidub oluliselt erinevaid.

Dispersioonanaliiiisi pohjal otsuse tegemine:

> Kui F<F, , (p> ) siis tuleb vastu votta nullhiipotees, st. valimite keskvéirtused ei ole
oluliselt erinevad, st erinevus valimite keskvaértustes ei ole tdendoliselt pohjustatud faktori
erinevatest tasemetest vaid juhuslikest pohjustest.

> Kui F>F, , (p < a) siis tuleb nullhiipotees tagasi likata, st valimite keskvaértused on oluliselt
erinevad, st erinevus valimite keskvéértustes on tdendoliselt pohjustatud faktori erinevatest
tasemetest.

Dispersioonanaliiiis ei anna vastust kiisimusele, millis(t)e valimi(te) keskvéértus on oluliselt erinev.
Selle leidmiseks tuleb 14bi viia keskvéédrtuste mitmene vordlemine, st vorrelda valimite
keskvéartusi paarikaupa.
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> Kui F-testi tulemusel erinevus ei ole oluline, pole mitmest vordlemist vaja labi viia.
> Kui F-testi tulemusel erinevus on oluline, vdib minna edasi ja viia ldbi mitmene vordlemine.

Olgu uuritaval faktoril kolm taset. Siis on vaja testida kolme hiipoteeside paari:

I II III
H, #1 Ty Wy THs mop = Hs

Hl R ) wy# s mo 7 Hs

Otsuse langetamiseks valitakse olulisuse nivoo a. Olulisuse nivoo méérab esimest liiki vea
tondosuse: tegelikult vordsete keskvaartuste oluliselt erinevaks tunnistamine (kehtiva nullhiipoteesi
tagasiliilkkamine). Mitmese vordlemise korral nimetatakse seda vordlusviisiliseks veaks. Tdendosus,
et viga ei tehtud, on 1 - a.

Mitmene vOrdlemine tdhendab terve hiipoteeside seeria kontrollimist. Otsustuste seeriat kui tervikut
iseloomustab spetsiifiline viga, mis seisneb selles, et vihemalt iihe hiipoteesi korral tehti esimest
liiki viga. Niisugust viga nimetatakse Katseviisiliseks veaks. Katseviisilise vea tdendosus vaib olla
palju suurem vordlusviisilise vea tdoendosusest. Niiteks kui kolme hiipoteesi paari testida olulisuse
nivool 0,05, siis katseviisilise vea tdendosus on 1 -0,95-0,95-0,95=0,1426.

Mitmese vordlemise meetodeid on palju (Fisheri, Bonferroni, Tukey, Scheffe testid [3]). Fisheri LSD
testi (Least-Significant-Difference Test) aluseks on varem vaadeldud #-test keskvéartuste

vordlemiseks..

Fisheri LSD testi 1dbiviimisel valimite paarikaupa vrdlemisel leitakse:

1. Kahe valimi keskvéértuste erinevus Y=Y,
2. Keskvairtuste erinevuse standardviga s,= | MSE- 1.1
nm
. Y7y
3. Vastava ¢ statistiku vaartus f=2L 22
s

4. t- testi kriitiline védrtus etteantud olulisuse nivoo ja vabadusastmete arvu n-k korral.
(Vabadusastmete arv ei soltu sellest, milliseid valimite paare vorreldakse, sest standardvea
arvutamisel kasutatakse kdikide valimite andmeid.)

5. Lopuks voetakse vastu otsus erinevuse olulisuse kohta.

Fisheri LSD testi ldbiviimisel ndites toodud valimite korral saadi jargmised tulemused:

Tarnijad A,B A, C B,C
Nullhiipotees H, W=, W =1y W, =1y
Alternatiivne ehk sisukas hiipotees H, TR TR TN W, # Uy
Olulisuse nivoo 5%
Parameetri kriitilised vaartused -2,004
2,004
Parameetri empiiriline vdartus  0.6401 -2.5333 -3,28103
Vastu voetud hiipotees H, H, H,

3Parring A.-M., Vihi M., Kiirik E. Statistilise andmetddluse algdpetus. TU Kirjastus 1997.
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Loppjéreldused

1. Tarnijate vahel on oluline erinevus. F-test nditas, et erinevatel tarnijatel on detailide kvaliteet oluliselt erinev.
2. Tarnijalt C saadud detailide kvaliteet on oluliselt erinev tarnijate A ja B detailide kvaliteedist.

3. Tarnijatelt A ja B saadud detailide kvaliteedis olulist erinevust ei ole.

44
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45
4. Korrelatsioon- ja regressioonanaliiiis
4.1. Korrelatsiooni mdiste ja lineaarne korrelatsioonikordaja
Olgu meil andmed reklaamikulude ja miitigist saadud .
tulude kohta erinevatel kuudel. Nende andmete pdhjal TE .\ "
. . . s . +
konstrueerime diagrammi (joonis 12). g + e ey
. . . . . . 3 +
Saadud diagrammi nimetatakse hajumisdiagrammiks 2 " Fo
; B + ot iga punkt
(s‘catter dzc.lgmm)." o ' 2 o+ vastab iihele
Diagrammilt on néha, et tildiselt reklaamikulude g |7 kuule
suurenemisel miitigist saadav tulu suureneb. Oeldakse, et
nende kahe suuruse vahel on olemas korrelatsioon kulutused reklaamile .
(correlation). Joonis 12
Tugev positiivne Nork positiivne Korrelatsioon puudub Nork negatiivne Tugev negatiivne
korrelatsioon korrelatsioon korrelatsioon korrelatsioon

Positiivne korrelatsioon — tihe suuruse kasvades teine suurus samuti kasvab.
Negatiivne korrelatsioon — tlihe suuruse kasvades teine suurus kahaneb.

Seos kahe juhusliku suuruse vahel voib olla kaht tiitipi:

1. Funktsionaalse seose korral vastab argumendi x mingile véaartusele iiks ja ainult liks
funktsiooni y véértus.

2. Statistilise (korrelatiivse) seose puhul voib {ihe suuruse X mingile véértusele vastata mitu
teise suuruse Y vadrtust, mida tépselt ei saa kindlaks méddrata. Statistiline seos véljendub iihe
juhusliku suuruse Y keskvadrtuse sdltuvuses teise juhusliku suuruse X vairtustest.

Y y
+ +
+ 7t +
++ + +
+ + +
+ +

+ N oo+ 4+

o7 T ot
+ | Uhele ja samale suuruse X + 4 Uhele ja samale suuruse X
4 + i vidrtusele vdib vastata iiks ja + + U virtusele v5ib vastata mitu
ainult iiks suuruse Y véirtust + ; erinevat suuruse Y védrtust
X X

Joonis 18 Funktsionaalne seos Joonis 19 Korrelatiivne seos

Korrelatiivse seose olemasolu ei tdhenda, et suurused on omavahel pohjuslikult seotud.
Pohjuslik seos ehk deterministlik seos — seos, mille korral {iks ndhtus on pdhjus ja teine tagajérg.
Pohjus avaldab moju tagajérjele, pohjuslik seos on alati kindla suunaga.
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NAIDE 4.1

38 riigi jaoks on olemas kaks suurust: televiisorite arv 1000
elaniku kohta ja elanike keskmine eluiga. Andmetele tuginedes
on konstrueeritud vastav korrelatsioonidiagramm. Diagrammilt
joonisel 20 ndeme, et kui televiisorite arv 1000 elaniku kohta
suureneb, suureneb ka keskmine eluiga. Kas need suurused on
omavahel pohjuslikult seotud?

Keskmine eluiga
3 a
!
*
*
.
*
*
*
*

[+
(4]
*
*
*
*

(=]
o
|*

50 250 450 650 850
Televiisoreid 1000 elaniku kohta

Joonis 20 Korrelatiivne seos on, pohjuslik seos
puudub.

Erinevate, omavahel pohjuslikult mitteseotud suuruste koosmuutumine voib olla pdhjustatud mingi
kolmanda suuruse poolt, mis mdjutab vaadeldavat kaht suurust.

Kui korrelatiivne seos on tugev, vihjab see kiill pohjusliku seose voimalusele, ent ei tdesta veel selle
olemasolu. Seda saab toestada vaid ndhtuste kvalitatiivse analiiiisi teel.

Lineaarse seose tugevust ja suunda véljendab lineaarne ehk Pearsoni korrelatsioonikordaja:
e Z (xl'_x) (yl_y)

nG,oy

Siin 7 on korreleeruvate suuruste X ja Y vairtuste x, ja y, paaride arv, x ja y aritmeetilised keskmised
ning oy ja g, vastavad standardhilbed.
Korrelatsioonikordaja on iihikuta suurus ja selle vidirtus on -1 ja 1 vahel, -1<r<1:

r=0 korrelatsioon puudub;
lr| =1 tegemist on tédielikult korreleeruvate suurustega;
0<r<li positiivne korrelatsioon, iihe suuruse kasvades kasvab ka teine suurus;
+ o+ +
P + + * T+ .
+ + g+ *
. ++:++ o ++ . ++ + . + ot ++ _:-
. ++ ++ + ++ ': + + ++ +
+ + + + * *

Positiivne Korrelatsioon puudub Negatiivpe

korrelatsioon =0 korrelatsioon

>0 r<0
-1<r<0 negatiivne korrelatsioon, {ihe suuruse kasvades teine suurus kahaneb.

Kui on vaja uurida seost rohkem kui kahe erineva suuruse vahel, kasutatakse korrelatsiooni-
maatriksit, kus on toodud paarikaupa leitud korrelatsioonikordajad.

NAIDE 4.2
Vottes aluseks nelja Tallinna Vairtpaberiborsil noteeritud aktsia tuluméérad ajavahemikul 1.08.97- 31.12.97, on leitud vastav
korrelatsioonimaatriks.

HANSAPANK [ HOIUPANK KLEMENTI NORMA SAKU
HANSAPANK 1

HOIUPANK 0,894 1
KLEMENTI 0,214 0,206 1
INORMA 0,752 0,729 0,300 1

SAKU 0,176 0,191 -0,057 0,070 1
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4.2. Lineaarse korrelatsioonikordaja puudused.

Lineaarse korrelatsioonikordaja kasutamisel tuleb arvestada moningaid niiansse.

1. Pearsoni korrelatsioonikordaja ehk lineaarse korrelatsiooni kordaja on kasutatav vaid siis, kui
mdlemad uuritavad tunnused on intervallskaalas.
2. Alati ei pruugi lineaarse korrelatsioonikordaja suurus anda meile objektiivset informatsiooni.

NAIDE 4.3

Kasutades Eesti Pangast saadud statistilisi andmeid hoiuste

kohta erinevates regioonides (30. nov. 1997), uuritakse

seost hoiustajate arvu ja keskmise hoiuse suuruse vahel.

Andmed on 21 regiooni (linnad ja maakonnad) kohta.

Korrelatsioonikordajaks saadi 0,9208, mis niitab tugevat

korrelatsiooni. Uurides aga hajumisdiagrammi, on néha, et

korrelatsioonikordaja muudab suureks Tallinn. Jittes

Tallinna andmed korvale ja leides korrelatsioonikordaja

iilejadnud regioonide kohta, saadakse 0,5925. Seos
hoiustajate arvu ja hoiuse suuruse vahel on oluliselt
ndrgem.

NAIDE 4.4

Keskmiselt hoiustatav

summa, tuh. kr

167
147
127

Tallinn «

O N b O @
\‘i
L
P 4

*

0 100 000 200 000 300 000 400 000 500 000

Hoiustajate arv regioonis

Joonis 24 Erind suurendab korretsioonikordajat

Suurbritannias viidi 14bi kiisitlus perede kuluste kohta. Muuhulgas uuriti kulutusi tubakale ja alkoholile. Tabelis on toodud
vastavad andmed (kulud nidalas, naelsterlingites) erinevates Suurbritannia piirkondades. Selgus, et korrelatsioonikoefitsient on
véga viike, 0,22. Korrelatsioonidiagrammi (joonis 25) uurimisel aga selgub, et {iks punkt asub teistest eraldi. See vastab
Pdohja-lirimaale (Nothern Ireland). Kui see piirkond vélja jitta ja leida korrelatsioonikordaja 10 piirkonna pdhjal, saadakse, et

seos on iipris tugev, korrelatsioonikordaja on 0,78.

Piirkond Kulud Kulud
alkoholile, £| tubakale, £
North 6,47 4,03
Yorkshire 6,13 3,76
Northeast 6,19 3,77
East Midlands 4,89 3,34
West Midlands 5,63 3,47
East Anglia 4,52 2,92
Southeast 5,89 3,20
Southwest 4,79 2,71
Wales 5,27 3,53
Scotland 6,08 451
Northern Ireland 4.02 4.56

£
)

Kulud tubakale nadalas

>
[&)]
|

Pd&hja-lirimaa
A

4 5 6 7
Kulud alkoholile nadalas, £

Joonis 25 Erind véhendab korrelatsioonikordajat

Toodud niidetes mojutas seose tugevust iiks, teistest tugevasti erinev vaatlus. See on erind. Erind
voib oluliselt suurendada korrelatsioonikordajat seal, kus tegelikult tugevat seos ei ole. Samuti voib
erind tugevasti vihendada lineaarset korrelatsioonikordajat, seal, kus tugev seos on olemas:
lineaarne korrelatsioonikordaja on kergesti mojutatav erindite poolt. Seetdttu tuleb lisaks
korrelatsioonikordaja arvutamisele uurida alati ka hajuvusdiagrammi. Iga erindit tuleb analiiiisida ja
otsustada, kas see kuulub samasse kogumisse tilejddnud vaatlustega vai tuleb see vélja jitta.
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NAIDE 4.5 Joonisel 26 on toodud punktiparv, mis
kirjeldab seost kahe suuruse, x ja y vahel. Seose tugevuse leidmiseks

arvutatakse korrelatsioonikoefitsient. Kuna tegemist on 4507
peaaegu funktsionaalse sdltuvusega, peaks y 400 o« *
korrelatsioonikoefitsiendi absoluutvédrtus olema ldhedane 350 . .
ithele. Arvutused néitavad aga, et korrelatsioonikordaja on 300
nullildhedane, » = -0,0058. 250 . R

200
Lineaarse korrelatsioonikordaja arvutusvalemi 1507 . .
tuletamisel 1dhtuti sellest, et kahe tunnuse 123
vaheline seos on modelleeritav lineaarse 0 * : *
mudeliga. Seepérast lineaarne 0 100 200 300 X

korrelatsioonikordaja "tunneb dra" punktide
kogumi, mis on vélja venitatud piki sirget. Kui
punktide kogum asub piki mingit keerulisemat
koverat (mittelineaarne seos), voi tekkida olukord, kus lineaarne korrelatsioonikordaja omandab
nullildhedase vdirtuse. Seda ka siis, kui tegemist on funktsionaalse seosega.

Joonis 26 Mittelineaarne seos

Molemat tiitipi eksitust on voimalik véltida hajuvusdiagrammide uurimisel. Lineaarse
korrelatsioonikordaja puuduste tottu kasutatakse lisaks teisi seosekordajaid (Spearmanni, Kendalli).

4.3. Jarjestikskaalas mdddetavate tunnuste vaheline seos.

Kiisitluste puhul palutakse tihti reastada mingid suurused néditeks meeldivuse, olulisuse vms. jargi.
Sellisel juhul kasutatakse jarjestuskaalat. Kui soovime analiiiisida, kui hésti langevad hinnangud
kokku erinevatel vastajate gruppidel, tuleb vorrelda erinevate tegurite jarjenumbreid ehk astakuid
erinevatel gruppidel. Selleks kasutatakse astakkorrelatsiooni.
Jarjenumbrite korrelatsioonikordaja, mida nimetatakse Spearmani korrelatsioonikoefitsiendiks,
leitakse valemiga

6% d’

nn?-1)

kus d; on erinevates gruppides korvuti olevate jarjekorranumbrite vahe ja n vdirtuspaaride arv.

r =1

NAIDE 4.6 Motivatsiooni- | Tippjuhtide | Keskastmejuhid
Firmas X 14bi viidud uuringus paluti tootajatel jarjestada faktor arvamus
motivatsioonifaktorid (A kuni I) tdhtsuse jarjekorras. Tippjuhid pidid 1
faktorid reastama nii, nagu arvasid kesksastme juhte neid reastavat.
Tippjuhtide véljapakutud pingerida vorreldakse sellega, kuidas
keskastmejuhid ise motivatsioonifaktorid reastasid. Kokkulangevuse
kvantitatiivseks hinnanguks saab kasutada Spearmani korrelatsiooni-
kordajat, mis antud juhul tuli -0,262 (iilidpilase 16putdost). Selle pohjal
voib oelda, et tippjuhid ei tea, mismoodi motiveerida keskastmejuhte.

] kvl (@] |==1 [=] I=¢] (o] i
=N ) N1 3 [ (S BN
WA= ro oo fan

Astakkorrelatsiooni kasutatakse ka intervallskaalas moddetud kvantitatiivsete tunnuste vahelise seose
kirjeldamisel, kui on vaja vihendada erindite moju. Selleks leitakse molema tunnuse korral vastava
variandi jdrjenumber (astak) ning leitakse korrelatsioonikoefitsient astakute vahel. Kui kahe voi
enama modtmistulemuse vairtused on aga vordsed, médratakse vordsetele vairtustele sama astak,
mis arvuliselt on vOrdne vastavate astakute keskvadrtusega.

On vdimalik ndidata, et kui astakud on kdik erinevad, siis Spearmani korrelatsioonikoefitsiendi
arvutusvalem langeb kokku lineaarse korrelatsioonikoefitsiendi valemiga.
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NAIDE 4.7

Leiame funktsiooni y = e *véirtused erinevate x védrtuste korral ja kanname saadud punktid graafikule (joonis 27). Leiame
lineaarse korrelatsioonikoefitsiendi: »=0,8196. Tegemist on funktsionaalse sdltuvusega, aga see pole lineaarne. Seepérast
leiame Spearmani korrelatsioonikoefitsiendi » =1.

X y x astak y astak 12007 .

0 1,00 1 1 1000

1 272 2 2 8001 .

32009 3 3 =600

5 14841 4 4 4001 ’

6 40343 5 5 2007 . .

65 66514 6 6 0 0 ! . . 8
7 1096,63 7 7 x
Joonis 27 Monotoonne seos

> Pearsoni korrelatsioonikoefitsient mdddab lineaarse seose tugevust.
> Spearmani korrelatsioonikoefitsient mdddab monotoonse seose tugevust.

Soltuvust nimetatakse monotoonseks, kui iihe tunnuse kasvamine toob kaasa teise tunnuse
kasvamise ning iihe tunnuse kahanemine toob kaasa teise tunnuse kahanemise.

4.4. Korrelatsiooni olulisus

Empiiriliste andmete pdhjal leitud lineaarse korrelatsioonikordaja véartus vaib erineda nullist ka
tdiesti sOltumatute tunnuste puhul, seepirast on vaja hinnata korrelatsioonikordaja statistilist
olulisust.

NAIDE 4.8
Joonistel 28 ja 29 toodud punktiparvede korral on korrelatsioonikordaja tihesugune, = 0,931. Joonisel 28 on neli punkti ja
korrelatsioon ei ole statistiliselt oluline. Joonisel 29 on 10 punkti, korrelelatsioon on oluline

74 74

72+ . 72 -

70 - 70 1 .

68 - . - 68 .

66 - 66 * - * .

64 - 64 - :

62 | ¢ 62 | s

60 ; ; ; ; ‘ \ w 60 : ‘ ; : ‘ ;

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Joonis 28 Korrelatsioon ei ole oluline Joonis 29 Korrelatsioon on oluline

Korrelatsiooni olulisuse hindamiseks kasutatakse standardset hiipoteesi kontrollimise algoritmi.
Nullhiipotees HO: korrelatsioon puudub, » =0
Sisukas hiipotees H1: korrelatsioonikordaja on nullist erinev, » #0.

t-kriteeriumi abil kontrollitakse hiipoteeside kehtivust. Parameetri empiiriline vaértus leitakse
valemist
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kus 7 on Pearsoni korrelatsioonikordaja ja n suuruste paaride arv. Selle valemi pdhjal vélja arvutatud
suurust vorreldakse kriitilise védrtusega voi arvutatakse lisaks vélja olulisuse tdenédosus ja
vorreldakse seda olulisuse nivooga.

Programmis SPSS leitakse nii olulisuse tdendosus kui ka lisatakse statistiliselt olulisele korre-
latsioonikordajale térn (olulisuse nivool 0,5) voi kaks térni (olulisuse nivool 0,01).

Niites 4.8 toodud kogumite korral on programmis SPSS saadud jargmised korrelatsioonimaatriksid

Kogum 1
X Y
X Pearson Correlation 1 ,931
Sig. (2-tailed) , ,069
N 4 4
Y Pearson Correlation 931 1
Sig. (2-tailed) ,069 ,
N 4 4
Kogum 2
X Y
X Pearson Correlation 1 ,931%*
Sig. (2-tailed) , ,000
N 10 10
Y Pearson Correlation ,931%* 1
Sig. (2-tailed) ,000 ,
N 10 10

** Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

4.5. Regressioonanaliiiisi olemus ja selle rakendusi

Kui kahe suuruse vahel on olemas seos, siis jirgmiseks eesmérgiks on selle seose modelleerimine.

Seost kirjeldava mudeli leidmiseks kasutatakse regressioonanaliiiisi. Mudel voib sisaldada kas {ihte
vOi mitut argumentsuurust ehk sdltumatut tunnust (independent variable).
> iiks argumentsuurus, y =f(x) — lihtne regressioon;

> mitu argumentsuurust, y =f(x,; x,; X;; ...) — mitmene regressioon.

Saadav mudel ei voimalda arvutada funktsioonsuuruse ehk sdltuva tunnuse Y tépset vdartust. Kuigi
mudelisse on vdimalik lisada mitmeid suurusi, pole tdpse vairtuse leidmine mudeli pohjal ikkagi
voimalik.

Regressioonanaliiiisi eesmérgiks on leida arvutusvalem, mis voimaldab argumentsuuruse X vdirtuse
pohjal vilja arvutada funktsioonsuuruse Y vastavat véadrtust y. Suuruse Y tdpne véértus y; on juhuslik

suurus, mille voimalikud véartused erinevad mudeli pohjal leitud vaértustest ¥, juhusliku

komponendi € vorra :
Yi=Vi™§

Juhusliku komponendi € tekitab mudelist viljajdetud suurustest pohjustatud variatsioon (seletamata
variatsioon).
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NAIDE 4.9 SPSS fail tarbimine94.sav

Inimeste tarbimisharjumusi uurides kasutatakse tarbimismudeleid. Alates 1992. aastast tehakse Eestis statistikaameti tellimusel
pere-eelarve uuringuid. Perevaatluste 14biviijaks on Eesti Turu- ja Arvamusteuuringute Keskuse AS EMOR. Andmed saadakse
peredest paevikumeetodil ja intervjuudest. Alates aprillist 1993 on piisivastajaskonna suurus 2028 peret. Uuringute andmed
avaldatakse Eesti Statistikaameti poolt viljaantavates statistika aastaraamatutes. Neid andmeid on vdimalik kasutada
tarbimismudelite konstrueerimisel. Tabelis on toodud tulugruppide 15ikes andmed Eesti perede tulude kohta ja kulutused
teenindusele oktoobris-detsembris 1994 [Eesti Statistika aastaraamat 1995, 1k.148-151]. Nii tulud kui kulud on antud iihe
pereliikme kohta kuus.

Perede kulutused teenindusele on modelleeritavad jargmise vorrandiga: y = 0,0059 x + 2,0391.

Rabhaliste sissetulekute suurenemisel iithe krooni vorra suurenevad kulutused teenindusele 0,0059 kr ehk 0,59 senti.
Sissetulekute suurenemisel 1000 kr vérra suurenevad kulutused teenindusele 5 kr 90 senti inimese kohta.

Analiiiisides samal moel kulutusi toidukaupadele, saame z =0,109x +215 .Sissetulekute suurenemisel 1000 kr vorra
suurenevad kulutused toidukaupadele 109 kr inimese kohta. Seega 1994.a. 16pus kasvasid suuremate sissetulekutega peredes
kulutused toidukaupadele oluliselt rohkem kui kulutused teenindusele.

Kulutused teenustele okt. - dets. 1994

Tulugrupp | Tulud, kr Kulud 30 Y = 0,0059x + 2.0391
teenustele, kr 2 .
1] 33065 3.44 § -
2| 540,78 4,95 32
3 653,87 6,98 815 Lo
4] 781,01 5,9 3, ,/,/
5] 92591 8,12 < . .
6| 109746 10,15 °
7 1335 ’47 7’ 1 9 o ] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
8] 1652,48 12,47 sissetulekud, kr
9] 213396 15,07
10] 3909,12 24.96 Joonis 30 Tarbimismudel

NAIDE 4.10 Mudelid USA energiaturul

USA Energia Ministeeriumi (U.S. Energy Department) Energia Informatsiooni Administratsioon (Energy Information
Administration) on koostanud mudeli, mis sisaldab 300 vorrandit erinevate energiakandjate (bensiin, kiittedli, gaas) pakkumise,
ndudluse, impordi, hindade ja aktsiate kohta: http://www.eia.doe.gov/emeu/steo/pub/aamd.html.

Mudelid on mdeldud liihiajaliste prognooside (kuni kaheksa kvartalit) tegemiseks ja neid saavad kasutada USA energiaturul
tegutsevad ettevotted, investorid, analiiiitikud.

Naéiteks mootoribensiini jachinna mudel sisaldab seitset sdltumatut muutujat ja ndeb vilja jargmine:

MGTCAUS = MGUCP_BO
+ MGUCP_WH x MGWHUUS
+ MGUCP_R1 x MGWHUUS(t-1)
+ MGUCP_OX x OXFRAC
+ MGUCP_CI x CICPIUS
+ MGUCP_RF x RFFRAC
+ MGUCP_OP x OPFRAC
+ monthly dummy variables

MGTCAUS mootoribensiini jachind, senti galloni kohta (ilma maksudeta).
MGWHUUS tootleja hulgihind
MGWHUUS(t-1) toétleja hulgihind eelmisel kuul

OXFRAC oksiigenaate sisaldava bensiini (oxygenated gasoline) osakaal bensiini kogundudluses

CICPIUS tarbijahinnaindeks

RFFRAC reformeeritud bensiini (reformulated gasoline) osakaal osakaal bensiini kogundudluses

OPFRAC oksiigenaate sisaldav ja reformeetud bensiini (oxygenated and reformulated gasoline) osakaal bensiini
kogundudluses

monthly dummy variables fiktiivne tunnus, mis soltub kalendrikuust.
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NAIDE 4.11 Reklaami hind
Avaldatava reklaami hind on erinevatel ajakirjandusvéljaannetel erinev. See sdltub mitmest tegrurist. USA-s ldbiviidud uuring
hdlmas 48 ajakirja. Analiiiisi all oli ithekordse lehekiiljesuuruse neljavirvilise reklaami hind y ($). Argumentideks voeti
tellijaskonna suurus x, (tuhandetes), naiste osakaal lugejate hulgas x, (protsentides) ja lugejate keskmine sissetulek dollarites
(mediaan) x;. Labiviidud regressioonanaliiiis andis jairgmise mudeli:

y=-8643 +5,28x, -11,00x, +1,22x,

Vabaliige niitab, et kui ajakirjal pole tellijaid, lugejad on k&ik mehed ja nende sissetulek on 0, on reklaami hind -8643$, mis
tahendab, et sellises situatsioonis olev ajakiri peab firmadele reklaami eest peale maksma.

NAIDE 4.12
Kasutades andmeid 20 maailma suurima autotootja kohta (Postimees, 19.aprill 1999, vt tabel jargmisel lehekiiljel): varad,
tootajate arv ja kiive, otsitakse vastavat toomisfunktsiooni kujul

q =7 40K0,674L 0,130
kus g on kéive (mlrd USD), K varad (mlrd USD) ja L todtajate arv.
Tabelis toodud veerus “Kéive (mudeli pdhjal)” on kiibe arvutamiseks kasutatud vastavat mudelit. veerus “Erinevus ehk jaak”

on leitud tegeliku kéibe ja mudeli pdhjal arvutatud kdibe erinevus ning viimases veerus leitud, mitu protsenti erinevus
moodustab mudeli pdhjal arvutatust.

Firma nimi Riik Varad K [Tootajaid L] Kaéive q Kéive Erinevus | Suhteline
(mld USD) (mld USD)| (mudeli ehk jadk | erinevus
pohjal)

General Motors USA 228888 608000 178174 171192 6981,7 4%
Ford USA 279097 363900 153627 183018] -29391,5 -16%
Toyota Jaapan 103894 159000 95137 84437] 10700,0 13%
Daimler Benz Saksamaa 76191 300000 71561 74419 -2857,7 -4%
Daewoo L-Korea 44861 265000 71526 51249) 202773 40%
Volkswagen AG Saksamaa 45417 280000 65328 52047} 13280,5 26%
Chrysler Corp. USA 60418 121000 61147 56555 4591,6 8%
Nissan Motor Co Jaapan 59121 137000 53478 56643 -3165,0 -6%
Fiat S.p.a. Itaalia 69028 239500 52269 67617 -15348,5 -23%
Honda Motor Co Jaapan 36110 109000 48876 39442 9433.,9 24%
Renault Prantsusmaa 37750 141315 35264 42037 -6773,4 -16%
BMW Saksamaa 29629 118000 34692 34879 -186,9 -1%
Peugeot S.A Prantsusmaa 31472 140000 32004 37144 -5139,8 -14%
Mitsubishi Motors  |Jaapan 25276 27300 30429 25901 4528,5 17%
Robert Bosch Gmbh [Saksamaa 19411 181000 27027 27733 -706,4 -3%
Volvo AB Rootsi 20575 73000 24035 25627) -1592,4 -6%
Mazda Corp Jaapan 10921 32000 16630 15023 1607,5 11%
Isuzu Motors Jaapan 12980 13500 14660 15083 -423,0 -3%
Denso Corp Jaapan 13088 57000 13583 18296] -4712,7 -26%
MAN AG Saksamaa 8046 62500 13344 13341 2,7 0%

4.6. Lineaarne mudel. Vihimruutude meetod.

Kdige sagedamini on regressioonanaliiiisis kasutamisel lineaarne mudel:

y=aq, +a1x1 +612)C2 +... +aKxK

kus y on soltuv tunnus (depenent variable), x,, x,, ... Xx, on argumenttunnused ehk soltumatud
tunnused (independent variable) ja a, a,, a,, ..., a; mudeli parameetrid.
Parameetrite tdlgendus lineaarse mudeli korral:
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a, -  vabaliige ehk konstantne liige, mis annab y viirtuse, kui kdigi sdltumatute tunnuste
vaartused on nullid;

a, -  x, kordaja, nditab, kui palju suureneb y, kui x, suureneb 1 vdrra ja teised sdltumatud
tunnused jddvad samaks;

a, -  Xx,kordaja, nditab, kui palju suureneb y, kui x, suureneb 1 vorra ja teised séltumatud

tunnused jddvad samaks;

Lihtsaima lineaarse mudeli korral on tiks sdtumatu tunnus:

y=b+ax+eg

Graafikuks on sirge parameetritega a ja b.

Konkreetse mudeli leidmiseks tuleb empiiriliste andmete pohjal leida mudeli parameetrid a ja b.
Parameetrite arvvairtuste leidmiseks kasutatakse vihimruutude meetodit. Tuleb leida sellise
sirge vorrand, mille korral empiiriliste punktide ja sirge vastavate punktide vaheliste kauguste
ruutude summa on minimaalne s.t. otsitakse sellist mudelit, mille korral seletamata variatsioon on
minimaalne (joonis 31).

A

y

regressioonsirge
y=ax+b

v

Joonis 31 Viahimruutude meetod

Sellest tingimusest saadakse vOrrandsiisteem, mille lahendamine annab mudelite parameetrite
leidmiseks jargmised valemid:
Z (¢ =) ;=) "Z XiVi _Z xizyi

> -5 an(Zx)

i

b=y-ax
Siin x, ja y, on suuruste X ja ¥ arvviirtused, n véirtuste paaride arv ning x ja y aritmeetilised
keskmised.

Programmis MS Excel on lihtsa regressioonmudeli parameetri a leidmiseks funktsioon SLOPE
(tdus) ja parameetri b leidmiseks funktsioon INTERCEPT (vabaliige). Excelis voib kasutada ka
analiiisivahendit Regression komplektist Data Analysis.

Programmis SPSS tuleb lineaase regressiooni ldbiviimiseks valida Analyze -> Regression ->
Linear

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga
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Kui mudeli parameetrid on leitud, saab mudelit kasutada sdtuva tunnuse Y véértuste
prognoosimiseks suvalise soltumatu tunnuse X véértuse korral:

Y,=ax,+b

NAIDE 4.13 Kulude regressioonanaliiiis. SPSS fail kulud.sav
Kulude analiiiisiks on ettevdttes registreeritud tootmismaht ja kulud erinevatel kuudel (vt tabel). Programmis SPSS
labiviidud lineaarse regressioonanaliiiisi tulemus on tabelis Coefficients.

Tootmismaht Kulud, kr C .
oefficients
300 20140 Unstandardized Standardized | t Sig.
522 20350 Coefficients Coefficients
540 22300 Model B Std. Betal
580 22580 Error
595 23000 1] (Constant) 5397,699(1790,900 3,014 ,024
622 23850 MAHT] 29,695 3,082 ,969] 9,636 ,000
633 23990 a Dependent Variable: KULUD
640 24520

Kulude mudeliks saame y =26,695x +5397,7, kus y on kulud kroonides ja x tootmismaht (vt joonis 32). Seega piirkulu
on 26,695 kr ja piisikulu 5397,7 kr

30000
y=26,695x +5397,7

25000

20000 ——————————————————————=
S0 e
3 15000

.
Pide
-
.-
Pl

10000

Pl
"
.-
-
PE e

5000 vabaliige =5397,7

0 T T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600 700

tootmismaht

Joonis 32 Lineaarne kulude mudel

Mitmemoddtmelise regressiooniilesande korral on sdltumatuid tunnuseid rohkem kui iiks ning iga
tunnuse jaoks leitakse vastav kordaja (coefficient), kasutades samuti vihimruutude meetodit.
Vastavad valemid on {ipris komplitseeritud (vt nditeks E. Listra, Aristatistika I, 1k 82-84).

NAIDE 4.14 Loomaliha ndutav kogus. SPSS fail loomaliha_kogus.sav

Kasutades andmeid loomaliha ndutava koguse ning looma- ja seliha hindade muutmise kohta USA-s aastatel 1925-1941
[1], viiakse 1dbi regressioonanaliiiis loomaliha ndudlusfunktsiooni saamiseks. Analiiiisi tulemusel viljastab SPSS jargmise
tabeli:

Coefficients
Unstandardized Standardized t Sig.
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta
1 (Constant) 79,328 6,896 11,503 0,000
Loomaliha hind| -0,540 0,098 -0,873] -5,522 0,000
Sealiha hind| 0,195 0,084 0,369 2,332 0,035

1Agricultural Handbook No. 128, U.S. Department of Agriculture, 1957.
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seletamata { _____________
seletatud {|_____ B mudeli pdhjal

X1 X2 x
Joonis 33 Seletamata ja seletatud variatsioon

\

a Dependent Variable: Loomaliha ndutav kogus
Mudeliks saadakse
q,=79,3-0,540p,+0,195p,

kus g, on loomaliha ndutav kogus (naelades), p, loomaliha hind (senti naela kohta) ja p, sealiha hind (senti naela kohta).

4.7. Seose tugevus ja determinatsioonikordaja.

Lisaks regressioonmudeli parameetrite leidmisele tuleb ka hinnata, kui histi saadud mudel
kirjeldab antud suuruste vahelist seost, st tuleb hinnata seose tugevust ehk rangust.

Vaatame joonist 33. Kui suuruse x vdirtus muutub x, ~x,, siis lineaarne mudel annab meile uueks
punktiks punkti B. Empiiriline punkt on aga C. Suuruse y vddrtuse muutumist voib vaadelda
koosnevana kahest komponendist:

summaarne varieerumine = seletatud varieerumine + seletamata varieerumine.

Esimest komponenti, seosest tingitud varieerumist, voib kirjeldada regressioonmudeli abil ning
see annab meile suuruse Y silutud véirtused:

y,=ax;+b .

Empiirilised védértused on leitavad véértuse y, ja juhusliku komponendi, mudeliga seletamata osa
ehk jddgi €, summana:
Y=Yt

Mida ldhemal on vaatluspunktid regressioonjoonele, seda védiksemad on juhusliku komponendi
vaidrtused (jddgid), seda viiksem on hajuvus ja seda rangem on seos kahe suuruse vahel.

Summaarset varieerumist kirjeldab dispersioon, mille arvutamisel kasutatakse vaatluspunktide
hélbeid aritmeetilisest keskmisest:

GzT: E (yi _.)_/)2
n

Seletamata varieerumist kirjeldab dispersioon, mille arvutusel kasutakse vaatluspunktide
hilbeid regressioonjoonest

2 Z(yi_ﬁi)z
Op=———

n
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LY

>
X

Joonis 34 Vasakpoolsel graafikul on determinatsioonikordaja suur, parempoolsel viike

: - 2 2 . e . : o
Nende kahe dispersiooni vahe 67 -6, on seletatud varieerumise dispersioon, mis on tingitud

kahe suuruse vahelisest seosest, teise suuruse varieerumisest. Seose rangust iseloomustab seosega
seletatud varieerumisest pohjustatud dispersiooni suhe summaarsesse dispersiooni ja vastavat
suurust nimetatakse determinatsioonikordajaks (» square):

o -c o

7~ Of E
pl=_L " -1-_L
2 2

Or Or

Determinatsioonikordaja 7* niitab, kui suure osa summaarsest varieerumisest
kirjeldab dra seosega seletatud varieerumine.

Statistikapakettides kasutatakse jargmisi termineid ja tdhistusi:

seletatud varieerumist iseloomustav suurus regression sum of squares, SSR
seletamata varieerumist iseloomustav suursus residuals (errors) sum of squares, SSE
summaarset varieerumist iseloomustav suurus total sum of squares, SST

Lineaarse seose korral on determinatsioonikordaja 7* korrelatsioonikordaja » ruut.

NAIDE 4.15
Kulude regressioonanaliiiisi ldbiviimisel néites 4.12 toodud andmete pohjal saadud mudeli determinatsioonikordaja on
0,939. Seega 93,9% kulude muutumisest on seletatav tootmismahu muutumisega.

Model Summary

Modell R| R Square] Adjusted R| Std. Error of the

Square Estimate

1 969 939 929 433,13834

ANOVA
Model Sum of Squares | df [ Mean Square F Sig.
1| Regression] 17419234,585 1| 17419234,585 92,849, ,000
Residuall 1125652,915 6 187608,819

Total]l 18544887.500 7

NAIDE 4.16 Ringluses oleva sularaha hulga modelleerimine.
Ajavahemikul 1994. aasta esimene kvartal kuni 1998. aasta kolmas kvartal voib Eesti majanduses kéibel oleva sularaha
hulka modelleerida jargnevalt:
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CURR =0,0074 THI(-1) + 0,305 CP, determinatsioonikoefitsient 7* = 0,9717.

kus CURR on sularaha hulga indeks, THI(-1) eelmise perioodi tarbijahinnaindeks ja CP vastava perioodi eratarbimise
indeks.

Tolgendus: muutujate parameetrite pohjal voib teha jarelduse, et kui tarbijahinnaindeks eelmisel perioodil suurenes 1%
vorra, siis véljaspool pankasid oleva sularaha hulk suureneb 0,0074% ning 1%-line eratarbimise kasv toob endaga kaasa
0,305%-se sularaha hulga kasvu. 97% sularahahulga muutumisest on 4ra seletatud tarbijahinnaindeksi ja eratarbimise
muutumisega [2].

4.8. Regressioonmudeli statistiline olulisus

Olgu meil lineaarne regressioonmudel funktsioontunnusega Y ja argumenttunnustega X,
y=b+ax +a,x,+..va,x,.+¢e ,

kus € iseloomustab juhuslikke korvalekaldeid. Mudelit iseloomustav determinatsioonikoefitsient
* nditab kiill mudeli headust, kui ei vdimalda iiheselt otsustada, kas mudel on statistiliselt
oluline. Oletame néiteks, et 7=0,8. Kas sellest piisab, et mudelit vdib kasutada prognoosimiseks?

Mudeli olulisuse kontrollimiseks tuleb 14bi viia vastava hiipoteesi kontrollimine. Nullhiipoteesiks
on, et funktsiooniY ja argumentide X vahel puudub seos, st ¥ muutus on pdhjustatud vaid
juhuslikest kdrvalekalletest, mitte argumenttunnuste X muutustest: y =y +¢, ehk mudeli

parameetrid on koik nullid ja ¥ on midratud oma keskviairtusega. See tdhendab siis, et deter-
minatsiooonikoefitsient 7% =0. Alternatiivne hiipotees on, et seos eksisteerib ja ¥ sdltub vihemalt
tihest argumenttunnusest X.

Nullhiipotees Hy, a,=a,=..=a,=0 ¢ehk r*=0.
Sisukas hiipotees H,  Vihemalt iiks kordaja a,# 0 ehk r*#0.

Reaalsete andmete korral erineb determinatsioonikoefitsient nullist ka siis, kui seos puudub ja
tegemist on ainult juhuslike korvalekalletega. Mida rohkem aga determinatsioonikoefitsient
nullist erineb, seda véiksem on tdendosus, et tegemist on juhuslike korvalekalletega.

Prakitkas kasutatakse mudeli statistilise olulisuse kontrollimiseks dispersioonanaliiiisi ANOVA.
Regressioonanaliiiisi 1dbiviimisel viljastab statistikapakett vastava tabeli.

Varieeruvuse  Hilvete ruutude Vabadus- Keskruut MS F- Olulisuse
allikas summa SS astmete arv statistik  tGendosus
df
. K SSR MSR
Regressioon- _ A2 MSR =222 F =200 p
mudel SSR ; »;=7) K K MSE
K _ _ SSE
Viga SSE=;(yl.—y)2 n- (K+1) MSE——n_(K+1)
Summaarne SST=SSR + SSE n-1

2 Audentese Ké&rgema Arikooli vilistlase A.Vatsfeldi diplomit6o.
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Hiipoteesi kontrollimiseks kasutatakse statistikapaketi poolt véljaarvutatud olulisuse tdendosust
(signifance) p, mida vorreldakse olulisuse nivooga a. Kui
p>0a, voetakse vastu nullhiipotees, mudel ei ole statistiliselt oluline;

p<oa, voetakse vastu sisukas hiipotees, mudel on statistiliselt oluline.
Mida viiksem on olulisuse tdenédosus, seda olulisem mudel on.

ANOVA analiitisis kasutatava statistiku /° empiirilise vdértuse leidmiseks on valem:

(1-r?
n-(K+1)

Lugejas on jagamine mudeli vabadusastmete arvuga K. Nimetajas on jagatud vigade ehk jiékide
(residual) vabadusastmete arvuga n - (K +1). Seletus: n vaatluspunkti annavad n vabadusastet,
vabadusastmete arv viheneb, kui on leitud K+1 mudeli parameetrit b, a,, ..., ay ).

Kuna determinatsioonikoefitsient on leitav vastava vahede ruutude summa abil, kirjutatakse F
statistiku valem tihti ka jargmisel kujul

SSR
P MSR_ K
MSE SSE
n-(K+1)

MSR on regressioonmudeli keskruut (Mean Square of Regression) ja SSR vastav vahede ruutude
summa (Sum of Squares of Regression). MSE on vigade keskruut (Mean Square of Errors) ja SSE
vastav vahede ruuutude summa.

NAIDE 4.17 Reklaam ja kiiive SPSS fail reklaam_ja_kdive.sav
Firmas uuritakse, kas kdive soltub reklaamile tehtud kulutustest. Viie kuu

andmed vastavate suuruste kohta on toodud tabelis. Kdibe keskvairtus on Kulutused Kiive, tuh kr
21 tuh kr. Nullhiipotees tdhendab seda, et kiibe erinevus keskmisest ei ole | reklaamile, tuh kr

pOhjustatud reklaamile tehtud kulutuste suurenemisest, vaid muudest, 1,2 12
juhuslikest pdhjustest (joonis 35). Alternatiiivne hiipotees on, et kdive 2.5 9
soltub kulutustest reklaamile (joonis 36). Mudeli 2,9 19
determinatsioonikoefitsient on 72 = 0,7746 . Tuleb midrata, kas 4,1 22
determinatsioonikoefitsiendi erinevus nullist on statistiliselt oluline voi on 5,1 41

see seletatav juhuslike kdrvalekalletega.

45- 45 y = 6,8883x - 1,5672
40 1 R?=0,7746
40 . g
] . 351
g 35 =
= 530
< 307 -
2 25 - ¢ 251 .
y g
E% zo_y _______ ————— . ¥ 201
¥ ] 15
15 -
10/ ¢ . 10 | .
51 51
0 T T T r 1 0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
Kulutused reklaamile, tuh. kr Kulutused reklaamile, tuh. kr
Joonis 35 Nullhiipotees: kdive ei soltu kulutustest Joonis 36 Alternatiivne hiipotees: kdive soltub reklaamile

reklaamile tehtud kulutustest
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Programmis SPSS ldbiviidud analiilis annab jargmised tabelid.

Model Summary

Model R R Square | Adjusted R [Std. Error of
Square fhe Estimate
1 ,880 J75 ,700] 6,433
a Predictors: (Constant), Kulud reklaamile, tuh. kr
ANOVA
Model Sum of df Mean F Sig.
Squares Square
1| Regression| 426,664 1 426,664 10,311 0,049
Residual 124,136 3 41,379
Totall 550,800 4
a Predictors: (Constant), Kulud reklaamile, tuh. kr
b Dependent Variable: Kiive, tuh kr
Coefficients
Unstandardized Standardized t Sig.
Coefficients Coefficients
Model, B| Std. Errot Beta
1 (Constant), -1,567 7,364 -,213 0,845
Kulud reklaamile, tuh. k1 6,888 2,145 0,880 3211 0,049

a Dependent Variable: Kéive, tuh kr

Kuna olulisuse tdendosus 0,049 < 0,05, on mudel statistilliselt oluline.

4.9. Muutujate valik

PShimotteliselt voib sotumatuid tunnuseid olla kuitahes palju, praktikas piiiitakse siiski viltida
liiga paljude muutujate kasutamist. Seda, kas uute muutujate lisamine parandab mudelit oluliselt
vOi mitte, saab kontrollida modifitseeritud ehk korrigeeritud determinatsioonikordaja
(adjusted R square) abil, mis sdltub muutujate arvust K:

2 2 K

Fo=p?-o 2 (1-r2
" n—K—l( )

Kui tdiendava muutuja lisamisel mudelisse korrigeeritud determinatsioonikordaja suureneb,
paraneb mudel oluliselt ja lisamine on digustatud.

NAIDE 4.18 Kiibe mudel ( SPSS fail kaive.sav)

Firma analiiiitikud soovivad leida mudelit {ihe toote miiligikdibe prognoosimiseks. Arvatakse, et kiive voiks soltuda toote
hinnast P, firma turunduskuludest M, maa majanduskasvu indeksist £ ja tooteiihiku kulude indeksist C. On olemas
andmed nende suuruste kohta 20 perioodi jaoks.

Periood Kéive Y (tuh kr) Hind P Turunduskulud M | Majanduskasvu Uhiku kulu
(10 tuh kr) indeks £ indeks C
1 986 1,8 0,4 100 100
2 1025 1,9 0,4 103 101,1
3 1057 2,1 0,5 104 101,1

1.etapil kasutatakse lihtsat regressiooni ning kordamddda vdetakse argumettunnuseks hind, turunduskulud,

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga



KVANTITATIIVSED MEETODID

majanduskasvu indeks ja lihiku kulu indeks. Saadakse 4 mudelit.

Mudel s r’
Y=9654+104,54 P 0,01866 -0,03586
Y=1786,3 +492,66 M 0,40426 0,371164
Y=-3988,9+50,13 E 0,7157 0,699907
Y=448,1+67,5C 0,05623 0,0038

2. etapil kasutatakse kahte argumenttunnust, kokku saadakse 6 erinevat mudelit.

Mudel P r?
Y=1476,69 - 377,59 P +743,61 M 0,542789 0,488999
Y=-4447,31+ 152,83 P+ 50,999 F 0,755366 0,726586
Y=218,51-188,85 P+12,75 C 0,072568 -0,03654
Y=-3526,92 + 332,94 M+ 42,88 E 0,885348 0,87186
Y=2187,94 + 784,96 M - 14,54 C 0,522971 0,46685
Y=-4694,57 +4993 E+ 6,38 C 0,765911 0,738371

3. etapil kasutatakse kolme argumenttunnust, kokku saadakse 4 erinevat mudelit.

Mudel r T

Y=-2950,78 - 142,78 P+ 4394 M+ 39,74 E 0,902589 0,884324
Y=1901,56 - 262,0 P +799,47 M - 6,6 C 0,554265 0,470689
Y=-2641,57 + 469,76 M+ 40,1 E - 629 C 0,905524 0,88781
Y =-4684,27 + 19,62 P+ 50,06 E+ 5,75 C 0,766082 0,722222

4. Viimaks liilitatakse mudelisse kdik arvatavad kdivet mdjutavad suurused.

Mudel 7 r?

m

Y=-2638,85-68,31 P+478,50 M +39,46 E-435C 0,90755 0,8829

5. Lopuks valitakse igast mudelite komplektist vélja suurima determinatsioonikordajaga mudel ja vorreldakse
korrigeeritud determinatsioonikordajaid r,,.

Argumnettunnuste arv Mudelite arv Parim 72 r; Argumendid
parimas mudelis
1 4 0,7157 0,699907 E
2 6 0,885348 0,87186 M, E
3 4 0,905524 0,88781 M,E, C
4 1 0,90755 0,8829 M,E,C, P

Parimaks mudeliks on mudel, mis sialdab turunduskulusid M, majanduskasvu nditajat E ja ithiku kulude indeksit C:
Y=-2641,57 + 469,76 M + 40,1 E - 6,29 C . Nende suurustega on kdibe muutumisest dra seletatud 90,6% . Hinna P
lisamine mudelit ei paranda, korrigeeritud determinatsioonikordaja véheneb.

60
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4.10. Mudeli parameetrite usalduspiirid ja statistiline olulisus

Kui regressioonmudel on statistiliselt oluline, siis vihemalt liks regressioonkordajatest a,, a,, ...,
ay on statistiliselt oluline. Jargnevalt tuleb kontrollida, kas iliksikud regressioonkordajad erinevad
statistiliselt oluliselt nullist, nii selgitatakse vélja, ega muutujate hulgas pole iilearuseid.

Mudeli parameetrite olulisuse kontrollimiseks kasutatakse #-testi, mis viiakse ldbi iga
regressioonkordaja a; jaoks eraldi.

Nullhiipotees H,. a;=0.

Sisukas hiipotees H,: a#0.

t-testi empiiriline parameeter leitakse valemist

kus §, on vastava kordaja standarviga (standard error). Kui

i

t<t, , tuleb vastu votta nullhiipotees, vastav kordaja ei ole statistiliselt oluline;

t>t, , tuleb vastu votta sisukas hiipotees, vastav kordaja on statistiliselt oluline.

t-testi labiviimisel mingi kordaja jaoks iilejddnud argumenttunnused fikseeritakse, neid ei
muudeta. Seega #-test nditab, kas vastava argumenttunnuse muutumine pohjustab olulise muutuse
funktsioontunnuse Y véartustes, kui lilejadnu jadb samaks.

Kui mone kordaja jaoks saadakse, et see ei ole statistiliselt oluline, pole vastava argument-
tunnuse liillitamine mudelisse digustatud.

Excelis lisatakse regressioonanaliiiisi aruandes igale kordajale standardviga (Standard Error),
vastav ¢ statistiku vdirtus (¢ Stat) ja olulisuse tdendosus p (P value). Sellisel juhul on olulisuse
hindamiseks kdige otstarbekam kasutada olulisuse tdendosust p.

Programmis SPSS on regressioonanaliilisi tabelis samuti dra toodud #-testi statistiku vairtus (¢) ja
olulisuse tdendosus Sig.

NAIDE 4.19
Niites 4.12 saadud toodud kulufunktsiooni analiiiisimisel saadi SPSS-is jargmine tabel:

Coefficients
Unstandardized Standardized | t Sig.
Coefficients Coefficients
Model B Std. Beta
Error
1| (Constant) 5397,6991790,900 3,014 ,024
MAHT] 29,695 3,082 ,969( 9,636]  ,000072
a Dependent Variable: KULUD
t - statistik Olulisuse tdendosus
Piisikulud (constant) 3,014 0,024 < 0,05 statistiliselt oluline
Piirkulu (tunnuse MAHT kordaja) 9,636 0,000072 < 0,05 statistiliselt oluline

NAIDE 4.20 Mudeli parameetrite olulisus Fail sigaret.sav
Igal aastal mdddab USA Riiklik Kaubanduskomisjon USA-s toodetavate sigarettide torva, nikotiini ja siisinikoksiidi (CO)
sisaldust. Uuringud on ndidanud, et torva ja nikotiini sisalduse suurenemisega kaasneb siisinikoksiidi hulga suurenemine
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sigareti suitsus. Mudelit otsiti kujul
y=b+ax,+ayx,

y — siisinikoksiidi sisaldus sigaretisuitsus, mg
xy— torva sisaldus sigaretis, mg
xy — nikotiini sisaldus sigaretis, mg

25 USA-s toodetava suitsumargi analiiiisimisel saadi SPSS-is jargmised tabelid:

Model Summary
Model R R Square |Adjusted R [Std. Error of]
Square |the Estimate
1 958 919 I11 1,41252
ANOVA
Model Sum of df Mean F Sig.
Squares Square
1] Regression| 495,255 2 247,628 124,110 ,000
Residuall 43,895 22, 1,995
Total] 539,150 24
Coefficients
Unstandardized Standardized t Sig.
Coefficients Coefficients
Modell B| Std. Error Betal
1| (Constant) 3,090 ,844] 3,662 0,001
TORV ,962 ,237 1,151 4,067 0,001
NIKOTIIN] -2,646 3,787 -,198 -,699 0,492
Olulisuse tdenédosus Jéreldus
F test mudeli kohta (ANOVA) 0,000 < 0,005 on statistiliselt oluline
t-testid parameetrite kohta
Vabaliige (constant) 0,001 <0,05 on statistiliselt oluline
Tunnuse TORV kordaja 0,001 < 0,05 on statistiliselt oluline
Tunnuse NIKOTIIN kordaja 0,492 > 0,05 el ole statistiliselt oluline

Selle pohjal tuleb mudelist vilja jétta nikotiini kogus. Uus mudel sisaldab ainult iiht sdltumatut tunnust, tdrva sisaldus

y=b+ax;
Tabelid SPSS-is:
Model Summary
Model R R Square |Adjusted R [Std. Error of
Square fhe Estimate
1 957 917 913 1,39672
ANOVA
Model Sum of df Mean F Sig.
Squares Square
1] Regression] 494,281 1 494,281 253,370 ,000
Residual] 44,869 23 1,951
Totall 539,150 24
Coefficients
Unstandardized Standardized t Sig.
Coefficients Coefficients
Model B| Std. Error Betal
1{ (Constant) 2,743 ,675 4,063 ,000
TORV 801 050 9571 15918 000

Niiiid on mdlemad mudeli parameetrid statistiliselt olulised. Veidi paranes ka korrigeeritud determinatsioonikordaja
(Adjusted R Square on 0,913, enne 0,911). Loplik mudel
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y=2,74+0,801x,

kus y on siisinikoksiidi sisaldus sigaretisuitsus (mg) ja x; tdrva sisaldus sigaretis (mg). Torva sisalduse tdus 1 mg vorra
suurendab siisinikoksiidi sisaldust lenduvas suitsus 0,801 mg.

4.11. Regressioonsirge parameetrite usalduspiirid.

Regressioonmudel peegeldab tegelikkuses valitsevat seost. Kuid mudeli abil leitud véértused,
silutud véértused, ei pruugi vaatlustulemustega tipselt kokku langeda, sest esinevad hdlbed ehk
jaagid (residuals).

Kui regressioonmudel on
y=ax+b

siis tegelik seos voib olla
y=ox+p

kus a ja B on regressioonsirge parameetrite tdelised vadrtused. Vahimruutude meetodiga
méiiratud parameetrid a ja b on nende tegelike véértuste hinnangud. Korrektse analiiiisi korral
tuleb leida nende hinnangute usalduspiirid ehk usaldusvahemik (confidence interval).

e
y €

>
X, X2 X3 x

Joonis 37 Prognoosijddkide normaaljaotus

Mudeli parameetrite usalduspiiride leidmisel arvestatakse seda, et mida suurem on prognoosi-
jaakide

e=y-y
hajuvus, seda suurem on ka viga mudeli parameetrite a ja b madramisel.

Parameetrite usalduspiiride leidmisel eeldatakse, et prognoosijiégid € on normaaljaotusega, mille
keskvéértus on null ja standardhdlve ¢ konstantne kodigi argumentsuuruse X vairtuste jaoks
(joonis 37). Praktikas on jédkide jaotuse standardhdlve teadmata ja selle hinnanguks kasutatakse
vaatlusandmete kui valimi standardhélvet s. Jadkstandardhilve ehk lineaarse regressioonmudeli
standardviga:

Standardviga iseloomustab funktsioontunnuse Y véartuste korvallekallet regressioonvorrandiga
médratud véartustest p,.

Kui jadgid alluvad normaaljaotusele, on regressioonsirge parameetrite hinnangud samuti
normaaljaotusega. See voimaldab leida parameetrite hinnangute standardvead ja vastavad
usalduspiirid.
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Sirge tdusu a standardviga

Se

" \/Z xl.2 ~n(x)?

Usaldusvahemiku laius parameetri a jaoks
Aa= s n-25,

S

kus lg ,-p ON Studenti koefitsient, § usaldatavus ja n empiiriliste punktide arv.

Vabaliikme b standardviga

g Exiz
R EDIEAR L

Sp

Usaldusvahemiku laius parameetri b jaoks Ab=1, s,

N
>

Tousu ja vabaliilkme usaldusvahemikud

Sirge tdusu usaldusvahem ik Sirge vabaliikme usaldusvahem ik

annavad veakoridori

Joonis 38 Regressioonsirge parameetrite madramatus pohjustab selle, et sirge asend vdib olla erinev

NAIDE 4.21

Kulude mudeli standardvea ning mudeli parameetrite (piisikulu ja piirkulu) usalduspiiride leidmiseks uurime SPSS-i

tabeleid, kuhu on lisatud ka koefitsientide usaldusvahemik

Model Summary

Model, R] R Square| Adjusted R| Std. Error of thd
Square Estimate
1 969, 939 929 433,13834
Coefficients
Unstandardized Standardized t Sig. 95% Confidence Interval
Coefficients Coefficients for B
Model B Std. Error Beta Lower Upper
Bound Bound
1| (Constant)) 5397,699 1790,900 3,014 ,024[  1015,526] 9779,873
MAHT] 29,695 3,082 .969 9,636 ,000 22,154 37,236
Mudeli standardviga (Std. Error of the Estimate) 433,14
Mudeli parameetrid Parameetri vairtus Standardviga Alumine piir Ulemine piir
Piisikulu (constant) 5397,699 1790,9 1015,526 9779,873
Piirkulu (tunnuse MAHT kordaja) 29,695 3,082 22,154 37,24

64

Jarelikult 95%-lise usaldatavusega jaab piisikulu vahemikku 1015 kuni 9779 kr ja piirkulu vahemikku 22,1 kuni 37,2 kr
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4.12. Regressioonmudeli korrektne esitamine

Regressioonanaliiiisi tulemus esitatakse vastava mudelina, kus on dra mérgitud

> kasutatud tihistuste seletused koos tihikutega,
> kordajate standardvead,
> determinatsioonikordaja.

Kordajate standardvead kirjutatakse sulgudes kordajate alla.
Mudeli kordajad imardatakse sobivalt, arvestades standardvea suurust. Standardviga ja

determinatsioonikordaja esitatakse tavaliselt kolme tiivenumbriga. Mudeli kordajad voiks
tiimardatakse selle kohani, kus asub standardvea teine tiivenumber.

Naiiteks: Kulude mudel on

1=54-103+29,7x  r2=0,939
(1,79-10%) (3,08)

kus y on kulud kroonides ja x tootmismaht.

4.13. Multikollineaarsus

Majandusnihtused on omavahel tihedalt seotud ning nende modellerimisel esineb tihti
multikollineaarsust, mille pdhjuseks on regressioonmudelisse liilitatavate soltumatute tunnuste
omavaheline korrelatsioon. Sellisel juhul on raske eristada nende tunnuste mdju.

1. Otsene kollineaarsus — sdltumatud muutujad on omavahel kollineaarsed (suhe on konstantne).

Naiide muutujate kollineaarsusest:

X, 2,31 45] 6,71 9.8 207 .
X, 4,61 90]13,4] 19,6 151 .
3

. . . . 107 .
Sellisel juhul on regressioonmudeli
konstrueerimine tehniliselt keerukas, sest 5 ¢
vahimruutude meetodi kasutamisel tuleb 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
vorrandsiisteemi determinant 0 ja tekib 0 2 4 6 8 10
jagamine nulliga. Arvutiprogramm annab X
veateate. Joonis 39 Kollineaarsus

2. Kaudne kollineaarsus — sdltumatute muutujate vahel on tugev korrelatsioon, kuid nad pole
omavahel kollineaarsed.

NAIDE 4.22 Multikollineaarsus
Kui 25 USA-s toodetava suitsumargi analiiiisimiselliilitada mudelisse nii torva kui ka nikotiini hulk, siis saadav mudel on
y=3,09 +0,962x,-2,65x,,

y — siisinikoksiidi sisaldus sigaretisuitsus, mg
xr— tOrva sisaldus sigaretis, mg
xy — nikotiini sisaldus sigaretis, mg
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Mudeli tdlgendamisel tekib probleem: nikotiini hulga suurenemisel siisinikoksiidi kogus véheneb, mis pole loogiline.

Multikollineaarsuse uurimiseks leitakse korrelatsioonikoefitsiendid:

Torv, mg Nikotiin, mg Siiinikoksiid, mg
Torv, mg 1
Nikotiin, mg 0,977 1
Siisinikoksiid, mg 0,957 0,926 1

Soltumatute muutujate torva ja nikotiini koguste vaheline korrelatsioonikoefitsient on suurem, kui nende ja siisinikoksiidi
koguse vaheline.

Multikollineaarsuse tottu voib sageli tekkida olukord, kus mudel tervikuna on statistiliselt
oluline, kuid tdlgendamise voimalused pole kooskdlas teoreetiliste seisukohtadega, mudel on
ebaloogiline.

Moned multikollineaarsuse tunnused:

1. Mone soltumatute tunnuste paari omavaheline korrelatsioon on tugevam kui korrelatsioon
sOltuva muutujaga.

2. Mudeli parameetritel on védga suured usalduspiirid ja suured standardhilbed.

3. Regressioonmudeli {ihe vdi mitme parameetri mérk on ebaloogiline.

Multikollineaarsuse avastamiseks viiakse lisaks regressioonanaliiiisile 14bi ka korrelatsioon-
analiiiis, st leitakse paarikaupa kdigi tunnuste korrelatsioonikordajad ja vorreldakse sdltuvate
tunnuste omavahelist korrelatsiooni ja korrelatsiooni sdltuva tunnusega.

4.14. Lineariseerimine

Kui argumentide x valik on dnnestunud, voib siiski juhtuda, et saadud mudel ei rahulda meid.
Monikord on see tingitud sellest, et seosed suuruste y ja x vahel on mittelineraarsed, mudel on
meil valitud aga lineaarne. Jarelikult tuleks kasutada mittelineaarset regressioonmudelit.

1. Voimalus on leida mittelineaarse regressioonmudeli parameetrid otse, kasutades vastava
statistikapaketi voimalusi. Seda saab teha juhul, kui vastavakujulise mudeli analiiiis on
statistikapaketis olemas.

2 Modnede mittelineaarsete regressioonmudelite leidmist saab lihtsustada funktsiooni
lineariseerimise teel.

Niiteks Cobb-Douglase toomisfunktsiooni kirjeldab mudel
q(K,L)=AK“L"?

kus g on tootmismaht, K kapital ja L t66j0ud. Omades andmeid antud tegevusalal tegutsevate
ettevotete tootmismahu, varade ja kasutatava t66jou kohta, on vdimalik leida tootmisfunktsiooni
mudel selle tegevusala ettevotete jaoks, leides parameetrite 4, o ja B vadrtused. Selleks
lineariseerime vastavat funktsiooni, vottes mdlemalt poolt logaritmi

log g =log(AK"L?)=logA +logK® +logL" =log4 +alogK +BlogL

Teisendamisel on siin on kasutatud korrutise ja astme logaritmi omadusi.
Vottes niitid kasutusele téhistused
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y=logg
b=logA
x, =logK

x, =logL

saame jargmise lineaarse mudeli
y=b+oax, +Bx, .

Kasutades lineaarset regressiooni, on voimalik leida vastava lineaarse mudeli parameetrite
arvviirtused. Algse, mittelineaarse mudeli parameeter 4 saadakse lineaarse mudeli vabaliitkmest

b:

A=10°

4.15. Mittelineaarne mudel: ruutpoliinoom

Monikord ei olu soltuvus argumenttunnustest lineaarne, vaid mudeliks on kdrgemat jarku
poliinoom:

2 2
y=b+ax +a,x,+ax; +a,x; +ax,x,

NAIDE 4.23 Elektrienergia kasutamine. Fail elektri kasutamine_sav.
Tabelis on toodud andmed elektrienergia kasutamise kohta kuus erineva pindalaga majades. Regressioonmudelit otsitakse
kujul y =b +ax, kus y on kasutatud elektrienergia kogus ( kWh) ja x maja pindala (m?).

Maja Elektri-
. ) . <
pindala, nx el?s;ilsa -l y = 6,275x + 576,26
kuus, kWh é2200 T R'= 08327
x
@ 2000
111,5 1182 51800”
116,1 1172 )
127.3 1264 £ 76007
138.4 1493 8 1400+
147.7 1571 $ 1200
w
158.9 1711 1000 | ; | |
170.9 1304 100 150 200 250 300
192,3 1840 Maja pindala, rf
207,2 1956 Joonis 40 Elektrienergia kasutamine, lineaarne mudel
2527 1954

Regressioonanaliiiis annab mudeliks
¥=6,275+0,576x

Mudel on statistlistilislt oluline (olulisuse tdendosus 0,00023) ning ka mdlemad mudeli parameetrid on statistiliselt
olulised. Kuid graafiku uurimisel ndeme (joonis 40), et kdrvalekaldumine sirgest ei ole juhuslik. Keskel on punktid
regressioonjoonest korgemal, dartes madalamal.

Elektrienergia kulu regressioonanaliiiis peale ruutliikme lisamist annab mudeliks
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y=-1215+27,77x-0,06x>

Viikeste majade korral on elektrienergia kasutamise kasv jarsem, suuremate majade korral aga pindala suurenemisel
elektrienergia kasutamise kasv aeglustub.

< 2400
4 2200 y = -0,0603% + 27,769x - 1215,2
2 R?=0,9819

1000 w w \ \
100 150 200 250 300
Maja pindala, m 2

Joonis 41 Elektrienergia kasutamine, mittelineaarne mudel.

Matemaatikast on teada, et ruupoliinoomi graafik on parabool. Ruutliikme ees oleva kordaja
mérk méérab dra, kas parabool on allpoole avatud voi iilespoole avatud:

> ruutliikme ees olev kordaja on positiivne - parabool on iilespoole avatud (joonis 42 a);
> ruutlitkme ees olev kordaja on negatiivne - parabool on allapoole avatud (joonis 42 b).
\
a) b)

Joonis 42 Ulespoole ja allpoole avatud parabool

NAIDE 4.24 SPSS fail tarbimine.sav
Kasutades 1994. a.viimase kvartali andmeid, on leitud toidukaupade tarbimismudel

y=-2,17-10 %2 +0,201x+153,5

kus x on tulud pereliikme kohta ja y kulud toiduainetele. Ruutliikme ees olev negatiivne kordaja niitab, et tulude
suurenedes aeglustub toiduainetele tehtavate kulutuste kasv.

Kui erinevused mudeli abil leitud regressioonjoonest ei ole juhuslikud, vaid esineb mingi
siistemaatilisus, tuleb muuta regressioonmudeli kuju.

68
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2. KVANTITATIIVSETE MEETODITE KASUTAMINE MAJANDUSES
1. Ajalugu ja enamkasutatavad meetodid

1911 Frederick W. Taylor (USA) formuleeris oma t60s “Principles of Scietnific Management”
teadusliku juhtimise viis printsiipi.

1909 -1917 pani taani matemaatik Agner Krarup Erlang aluse jidrjekorrateooriale. To6tades
Kopenhaageni telefonikompaniis, uuris ta probleemi, kui palju liine ja operaatoreid on vaja, et
osutada kvaliteeset sideteenust. Oma t60s ”The Theory of Probabilities and Telephone
Conversations” (1909) néitas Erlang, et telefonikdnede esinemine allub Poissoni jaotusele. Teises
t60s, mis ilmus aastal 1917 ("Solution of some Problems in the Theory of Probabilities of
Significance in Automatic Telephone Exchanges”), esitas ta klassikalise kadude ja ooteaja
formuleeringu. Tema uuringute tulemusi rakendasid oma tegevuses sellised suured kompaniid nagu
International Bell Telephone Company ja The British Post Office. Erlangi poolt kasutusele voetud
matemaatilisi meetodid kasutatakse jarjekorrateoorias siiani. Firmas Ericsson viljatdootatud
programmeerimiskeel, millega programmeeritakse reaalajas toimivaid mobiilside siisteeme, sai tema
auks nimeks Erlang.

1931 Walter Shewart, H.F. Dodge, H.G. Romig: statistiline protsessiohje ja kvaliteedikontroll.

XX sajandi algul oli USA telefonisiisteemide turul monopoliks firma AT&T. Pea kogu riistvara
(telefonid, kaablid, keskjaamad) toodeti AT&T tiitarettevottes Western Electric. Selle ettevotte
eesmairgiks oli, et toodang peab olema nii vastupidav kui voimalik ja nii odav kui voimalik. Nende
kahe vastandliku eesmairgi tditmiseks rakendati kolme “vaala”: tohus tootmine (efficient
manufacture), pidev tootearendus (continuous impovement of product) ja kvaliteedikontroll (quality
control). Pérast I1 Maailmasdda tutvustati vastavaid meetodeid jaapanlastele, et abistada neid sdjas
hévinenud toostuse tlilesehitamiseks. Jaapanlased votsid need meetodid omaks, arendasid ja levitasid
edukalt kogu maailmas.

1936. a pandi Briti Ohujdududes alus uurimiskeskusele Bawdsey Research Station, mis tegeles
radarite kasutuselevotu ja vastavate eksperimentide ldbiviimisega. 1939 a. suvel viidi l4bi sojalised
manoovrid, kus osales 33 000 meest, 1300 lennukit, 110 Shutdrje kahurit, ja 100 dirizaablit.
Analiititikute poolt ettevalmistatud mandovrid demonstreerisid dhukaitse héire- ja kontrollsiisteemide
suurt efektiivsust. Bawdsey Research Station-1 uueks nimeks sai Operational Research Section.
1940.a., kui Saksamaa tungis kallale Prantsusmaale, paluti uurimiseskusel analiilisida Prantsusmaa
palvet saata neile appi 10 lennukieskadrilli (120 lennukit). Analiiiisiti potentsiaalseid kaotusi ja
lennukite asendamise kiirust ning tulemused esitati Winston Churchillile. Otsuseks oli lennukeid
mitte saata ja tinu sellele sailitati Briti Ohujdud, mis kaitsesid jirgnevas sdjas edukalt Suurbritannia
ohuruumi.

II maailmasdja 16puks oli operatsioonianaliiiis voetud kasutusele nii Suurbritannia kui ka USA
armees. Eesmérgiks oli piiratud ressursside voimalikult efektiivne drakasutamine.Peale sdda jétkasid
paljud analiiiitikud t66d kvantitatiivsete meetodite rakendamisel otsustusprotsessis.

1944 John von Neumann ja Oscar Morgenstern: alusepanek ménguteooria kasutamisele
majandussituatsioonide lahendamisel.

1947 George Danzig: simpleksmeetodi kasutamine lineaarse planeerimise iilesannete lahendamisel.
See voimaldas neid tilesandeid hakata lahendama arvutite abil ning kasutama praktikas ressursside
optimaalseks jaotamiseks.

1957 Esimene raamat operatsioonianaliiiisi kohta Churcman, C.W, Ackoff, R.L., Arnoff, E.L.
Introduction to Operational Research. New York: Wiley, 1957.

©Audentese Ulikool, 2005. Koostanud A. Sauga



KVANTITATIIVSED MEETODID 70

1979. aastal oli ilemaailmne energiakriis, pohjustatud Iraani reveolutsioonist. Naftahind
kolmekordistus (32$ barreli kohta). Ennustati, et see voib tdusta 100 dollarini barreli kohta. Bensiin
ja diiselkiitus moodustas tollal iihe kaheksandiku USA energiatarbimisest ning tarbijad pidid tiha
rohkem raha kulutama kiituse peale. Samal ajal olid kivisiisi ja maagaas oluliselt odavamad.
Kasutades lineaarse planeerimise meetodeid, néidati, et iileminek nendele kiitteliikidele on oluliselt
odavam ning vastavad investeeringud tasuvad ennast dra. Vastavad investeeringud ka tehti, USA
naftatarbimine véhenes ja nafta hind kiituseturul langes.

1994 Nobeli preemia majanduses méinguteooria arendajatele (John Nash, John Harsanyi ja Reinhard
Selten).

2005 Nobeli preemia majanduses ménguteooria arendajatele (Thomas Schelling ja Israeli Robert).
Aumann.

Kasutatakse erinevaid nimetusi:
Quantitative Methods (QM )
Decision Making Techniques
Operational Research (OR)
Management Science (MS)
Analytical Techniques

Teaduslik juhtimine (scientific management) on teadusliku uurimise, analiiiisi ja jarelduste
tegemiste meetodite rakendamine juhtimistegevuses.

Operatsioonianaliiiis (operational research) kasitleb sihikindla tegevuse ehk operatsiooni
optimaalse organiseerimise mooduseid, kasutades selleks juhtimise ja planeerimise kvantitatiivseid
meetodeid.

Enamkasutatavad kvantitatiivsed meetodid:

> matemaatiline planeerimine
lineaarne planeerimine (/inear programming)
mittelineaarne planeerimine (non-linear programming)
tdisarvuline planeerimine (integer linear programming)
eesmirkplaneerimine (goal programming)
mitme sihifunktsiooniga planeerimisiilesanded

> otsustamise teooria (decision analysis)

> jéarjekorrateooria ehk massteeninduseteooria (waiting line models, queue theory)
> projektijuhtimine (project management)

> varude juhtimine (inventory management)

> ménguteooria (game theory)- planeerimine ja juhtimine riski ning mdaramatuse korral
> tohususanaliiiis (efficiency analyze)

> prognoosimine (forecasting)

> modelleerimine arvutil (computer simulation)

> riskide analiiiis (visk analysis, risk management)

> vorkplaneerimine (network models)

> statistiline protsessiohje ja kvaliteedikontroll (statistical process control)

Kes mida kasutavad:

Okonomistid kasutavad lineaarset ja mittelineaarset planeerimist, diinaamilist planeerimist,
optimaalse kontrolli teooriat, ménguteooriat, tdendosuslikke otsustusmudeleid, regressioon- ja
faktoranaliilisi uurimaks tasakaalusesoseid, optimaalse investeerimise voimalusi, konkurentsi.
Finantsanaliiiitikud kasutavad lineaarset ja mittelineaarset planeerimist, diinaamilist planeerimist,
Markovi ahelaid, regressioonanaliiiisi ja aegridade uurimist, et vitta vastu otsuseid resursside
optimaalseks jaotamiseks, pikemaajaliste mitmeperioodiliste investeeringute kohta, eelarvestamisel,
investeerimis- ja laenuportfellide koostamisel ja turgude prognoosimisel.
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Operatsioonide juhtimisega tegelejad kasutavad valimiteooriat, lineaarset ja tdisarvulist
planeerimist, vorkplaneerimist, diinaamilist planeerimist, jarjekorrateooriat, protsessiohjet sellistes
valdkondades nagu kvaliteedikontroll, resursside jaotamine, logistika, projektijuhtimine.
Automatiseeritud tootmisliinide ja robotite kasutuselevott on tekitanud uusi veel lahendamata
matemaatilisi probleeme.

Turundusspetsialistid kasutavad regressioon- ja faktoranaliiiisi, acgridade analiiiisi, ménguteooriat,
kasulikkuse toeooriat, tdendosuslikke otsustusmudeleid uurimaks tarbijate kditumist, jaotamaks
optimaalselt turunduseks minevaid ressursse, prognoosimaks turgude arengut.

2. Otsustamise teooria

Otsustamise alla moeldakse valiku tegemist kahe v3i rohkema erineva variandi vahel, erineva
strateegia vahel.

Otsustamissituatsioonis eristatakse jargmisi komponente:

1. Strateegiad ehk alternatiivid (decision alternative), mis on kujundatud kontrollitavate muutujate
poolt. Strateegiad vdivad olla erinevad tegevusvariandid, uue tooted, tehnoloogiad jne.

2. Viliskeskkonna sesisund (state of nature), mis méératakse dra kontrollimatute mojude poolt.
Nendeks on viliskeskkonnas valitsevad tingimused, mis ei ole otsustaja kontrolli alla, mida ta ei saa
mojutada. Realiseeruda voib iiks voi teine olukord. Milline konkreetselt, seda méérata ei saa, siit
tulenebki madramatus. Niiteks kas konkurent tuleb turule vo1 mitte, milliseks kujuneb konkreetse
toote ndudlus voi hind jne.

3. Tagajarg ehk tulemus (pay-off) saadakse, kui rakendatakse kindlat strateegiat ja realiseerub
teatud kindel olukord. Niiteks tulu, kulu, kasum jne.

4. Toenéosus (probability), mis nditab, kui suure sagedusega iiks vdi teine tegelik olukord
realiseerub.

5. Otsustamiskriteeriumid, mis aitavad vélja valida strateegiat.

NAIDE 2.1. Otsustad minna vilja jalutama. Jalutuskiik on pikk ja vdib hakata vihma sadama. Viks
kaasa votta vihmavarju, et vihma korral kuivaks jddda. Kuid seda on tiilikas kaasas kanda.

Selles niites on kaks alternatiivset voimalust ehk strateegiat. Samuti on kaks voimalust, milliseks
kujuneb véliskeskkond. Tulemuseks on neli erinevat tulemust.

Viliskeskkonna seisund
Alternatiivid S1 Vihma hakkab sadama S2 Vihma ei hakka sadama
Al Vétta vihmavari kaasa Sa jaad kuivaks, hoolimata vihmast. Oled enda peale pahane, tassisid ilusa
oled endaga rahul. kuiva ilmaga vihmavarju kaasas.
A2 Jatta vihmavari koju Said mérjaks ja oled pahane, et jitsid Oled endaga rahul, et jatsid
vihmavarju koju. vihmavarju koju ja said jalutuskdiku
nautida.

Eelmises néites toodud probleemi kirjeldamiseks on kasutatud otsustusmaatriksit, milles on vilja
toodud erinevad alternatiivid, viliskeskkonna seisundid ja tulemused.

Otsustusprotsessi peamised etapid

1. Probleemi defineerimine.

Mida tahetakse saavutada, mis on eesmark?

2. Alternatiivsete strateegiate viljaselgitamine.

Tuleb leida kdikvoimalikud teed eesmérgini jdudmiseks. Mida rohkem alternatiivseid strarteegiaid
on leitud, seda parem otsus. Alternatiivide leidmine on loominguline protsess. Iga alternatiivi kohta
peab koguma voimalikult palju informatsiooni.
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3. Kriteeriumi valik.

Nii iiksisisikutel kui ka organisatsioonidel on oma vairtushinnangud - mida véartustatakse, mis on
oluline. Uksikisikul niiteks sissetulek, tddga rahulolu, mdnus seltskond. Maslow formaliseeris
inimese vajadused ja seda tuntakse Maslow piiramiidina. Erinevad véértushinnagud on ka ettevottel
(nditeks kasum, postisioon turul). Véirtused peavad olema méddetavad (intervall- voi
jérjestusskaalal).

4. Alternatiivsete strateegiate tulemuste arvutamine.

5. Strateegia valik.

Viliskeskkonna seisundite méfiramatuse tase otsustamisel:

> taielik madratus, deterministlikud mudelid. Madramatus puudub voi, kui see on, siis seda
ignoreeritakse. Néiteks kui hind v4i ndudlus on pikemaajaliste lepingutega kindlaks
médratud. Lineaarse ja mittelineaarse planeerimise mudelid on deterministlikud.

> toendosuslikud mudelid (probabilistic models). Tdendosused voivad olla madratud kas
objektiivselt (statistiline tdendosus) voi subjektiivselt.
> taielik médramatus (non-probalistic models). Tdendosusi médrata pole voimalik vdi ei taheta.

2.1. Otsustamine tdieliku midramatuse korral

Téaeliku médramatuse olukorras pole meil teada erinevate viliskeskkonna sesiundite esinemise
toendosust. Sellisel juhul kasutatakse pdhiliselt kolme otsustamiskriteeriumi:

> optimistlik;
> pessimistlik;
> kahjukriteerium.

NAIDE 2.2. Erinevate kriteeriumite rakendamine

Firma soovib toota ja turustada kokkupandavaid elamuid. On vaja ehitada tootmisettevote, valida
voib viikese, keskmise ja suure ettevotte vahel. Selliste elamute ndudlus voib kasvada suureks voi
jédda véikeseks. Kasumi suurus aastas (milj kr) erinevate alternatiivide korral on hinnatud
jargnevalt:

Tabel 2.1 Kasum (milj kr) erinevate variantide korral

Viliskeskkonna seisund
S1 Suur ndudlus S2 Viike noudlus
Alternatiivid Tegevuse tulemused
A1l Viike ettevote 8 7
A2 Keskmine ettevote 14 5
A3 Suur ettevote 20 -9

Optimistlik kriteerium (optimistic approach). Leitakse iga variandi maksimaalne tulemus ning
valitakse strateegia, mille maksimaalne tulemus on kdige suurem. Ka maximax kriteerium.

Tabel 2.2 Optimistliku kriteeriumi rakendamine

Alternatiiv Maksimaalne kasum
Viike ettevote 8
Keskmine ettevote 14

Suur ettevote 20 maksimaalne maksimaalsete hulgast
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Optimistliku kriteeriumi jérgi tuleks valida suure ettevotte rajamine.

Pessimistlik kriteerium (conservative approach) Iga variandi jaoks leitakse minimaalne tulemus ja
valitakse see strateegia, mille minimaalne tulemus on kdige suurem. Ka maximin kriteerium.

Tabel 2.3 Pessimistliku kriteeriumi rakendamine

Alternatiiv Minimaalne kasum
Viike ettevote 7
Keskmine ettevote 5
Suur ettevote -9

maksimaalne minimaalsete hulgast

Pessimistliku kriteeriumi jargi tuleks valida viikese ettevotte rajamine.

Kahjukriteerium (opportunity loss approach). Vdimalikku kahju piilitakse vihendada miinumini.
Optimistliku ja pessimistliku kriteeriumi vahepealne.

1. Iga seisundi jaoks leitakse alternatiiv, mille korral saadakse maksimaalne tulemus. Selles seisundis
on antud alternatiivi valikul korral kahju null.

2. Iga seisundi jaoks leitakse vdimalik kahju teiste alternatiivide korral, mis on maksimaalse ja
konkreetse alternatiivi tulemuse vahe.

3.Valitakse alternatiiv, mille korral voimalik kahju on minimaalne.

Seega minimeeritakse maksimaalset voimalikku kahju, minimax kriteerium.

Tabel 2.4 Vdimaliku kahju hindamine. Suure ndudluse korral on maksimaalne tulemus 20, viikese
ndudluse korral on maksimaalne tulemus 7.

Vailiskeskkonna seisund

Alternatiiv Suur ndudlus Viike ndudlus
Viike ettevote 20-8=12 7-7=0
Keskmine ettevote 20-14=6 7-5=2
Suur ettevote 20-20=0 7-(-9)=16

Tabel 2.5 Vdimaliku kahju minimeerimine

Alternatiiv Maksimaalne kahju
Viike ettevote 12
Keskmine ettevote 6 minimaalne maksimaalsete hulgast
Suur ettevote 16

Kahjukriteeriumi jargi tuleks valida keskmise ettevotte rajamine.

2.2. Oodatav véairtus.

Kui on vdimalik hinnata tegelikkuse realiseerimise erinevate variantide tdendosused p, kasutatakse
otsustamise kriteeriumina erinevate alternatiivide oodatavat vaartust (expected value).
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Kui juhusliku suuruse X véértuse x, esinemise toendosus on P, , siis selle suuruse keskvéirtus ehk
oodatav vairtus

EV(X)=) P,x,

NAIDE 2.3. Oodatav tulumir
Tabelis on toodud ootused kahe firma aktsiate kéitumise kohta erinevates majandusolukordades.

Tulumaéaar
Uldine majandusolukord Toendosus ] ] ] ]
Firma A aktsiad Firma B aktsiad
Tous 0,2 45% 25%
Stabiilne 0,5 20% 0%
Langus 0,3 5% -10%

Leiame oodatavad tuluméédrad mdlema firma aktsiate jaoks:
x,=0,2-45%+0,5-20% +0,3-5% =20,5%
x5=0,2:25%+0,5-0% +0,3-(-10%) =2%

Valitakse kas kdige suurema oodatava vairtusega alternatiiv (kui tulemus on kasum, tulu, tuluméér,
kasulikkus) voi koige véiksema oodatava vairtusega alternatiiv (kulu, aeg).

> Suurem oodatav vairtus voib olla kasulikuks Kriteeriumiks otsustamisel, valiku tegemisel
erinevate kditumisvariantide ehk alternatiivide vahel.
> Tegelik tulem ei pruugi oodatavaga kokku langeda.

NAIDE 2.4. Oodatav viirtus tiringuviske korral.
Taringu viskamisel voib tulemuseks olla silmade arv 1, 2, 3, 4, 5 v&i 6. Kdikide variantide

~ o . 1 . ey
toendosused on ithesugused, < Silmade arvu oodatav vdirtus

EV= %'l +l'2 +i-3 +l-4 +l.5 +l'6: 1+2+3+4+45+6 _

6 6 6 6 6 6

3,5

Selline silmade arv ei realiseeru kunagi. Kui visata tiringut aga hésti palju kordi, siis silmade arvu
aritmeetiline keskmine on ligikaudu 3,5. Visete arvu ldhenemisel 1dpmatusele ldheneb aritmeetiline

keskmine oodatavale vaartusele.

2.3. Otsustamine tdendosuslikul juhul

Lahme tagasi néite 2.2 juurde, kus tuli otsustada, milline tehas ehitada. Omistame viliskeskkonna
seisunditele tdendosused. Esimene vdimalus on omistada ithesugused tdendosused, st et erinevad
seisundid vodivad esineda vordse vdoimalikkusega. Kuna kodikide seisundite tdendosuste summa peab

olema tiks

Z;p(Si) =1,

siis kahe seisundi korral on mdlema seisundi tdendosused 0,5. Seda nimetatakse ka vordsete
voimaluste kriteeriumiks.
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Valiskeskkonna seisundid

S1 Suur néudlus

S2 Viike ndudlus

Viliskeskkonna seisundite tekkimise

toendosused
0,5 0,5
Alternatiivid Tegevuse tulemused
Al Viike ettevote 8 7
A2 Keskmine ettevote 14 5
A3 Suur ettevote 20 -9

75

Leiame koikide alternatiivide oodatavad vaartused

EV(A1)=0,58+0,57=7,5
EV(A2)=0,5-14+0,5-5=9,5
EV(A3)=0,5-20+0,5(-9) =5,5

Kuna kdige suurema oodatava véirtusega on alternatiiv A2, keskmise ettevotte rajamine, tuleb valida
see.

Kui aga otsuse tegija méérab (subjektiivselt, tuginedes kogemustele, intuitsioonile), et suur ndudlus
tuleb tdendosusega 0,8 (viike ndudlus on siis tdendosusega 0,2), on vastavad oodatavad vaartused
jargmised:

EV(A1)=0,8-8 +0,2:7=7,8
EV(A2)=0,8-14+0,2:5=12,2
EV(A3)=0,8-20 +0,2(-9) = 14,2

Niitid on kdige suurema oodatava védrtusega 14,2 alternatiiv A3, suure ettevotte rajamine, ning
otsustada tuleb selle kasuks.

2.4. Tundlikkuse analiiiis

Eelmises punktis oli suure ndudluse tekkimise tdoendosuseks voetud 0,8. Otsustajat voib aga huvitada,
kui tipselt peab see tdendosus olema méadratud ehk kui suur viga on lubatud, nii et valik jadb samaks.
Sellist analiiiisi, kuidas leitud probleemi lahend soltub altingimustest, nimetatakse tundlikkuse
analiiiisiks (sensitivity analysis).

Me négime, et kui seisundi “suur ndudlus” tdendosus oli 0,5, tuli valida keskmise ettevotte rajamine.
Kui aga vastav toendosus on 0,8, siis suure ettevotte rajamine. Kus on see piir, kus tuleks valikut
muuta, st valida teine alternatiiv? Proovime néiteks tdendosustega 0,7 (suur noudlus) ja 0,3 (véike
nodudlus). Leiame alternatiivide oodatavad vaartused

EV(A1)=0,7-8 +0,3-7=7,7
EV(A2)=0,7-14+0,3-5=11,3
EV(A3)=0,7-20 +0,3«(-9) = 11,3

Nagu ndeme, on alternatiivide A2 ja A3 oodatavad véértused niitid vordsed. Jérelikult, kui suure
ndudluse tekkimise toendsosus P(S1) > 0,7, tuleb valida suure ettevotte rajamine. Kui alla 0,7, tuleb
valida keskmine ettevote.
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Millal aga tuleks valida véikese ettevotte rajamine? Selle asemel, et 1dbi arvutada erinevaid variante,
lahendame vastava vorrandi. Olgu see tdendosus, mille juures tuleb valikut muuta, tihistatud tihega
P . Valikut tuleb muuta siis, kui alternatiivide A1 (vdike ettevote) ja A2 (keskmine ettevote)
oodatavad vairtused on vordsed:

EV(A1) =EV(A2)
P-8+(1-P)-7=5+9P
8P=2
P=0,25

Siin kasutasime seda, et kui suure noudluse tekkimise tdendosus on P, siis vastandsiindmuse ehk
viikese ndudluse tdendosus on 1-P.
Kokkuvotteks voime antud probleemi kohta kirjutada:

P(S1)>0,7 A3 suur ettevote;
0,25 <P(S1)<0,7 A2 keskmine ettevote;
P(S1)<0,25 A3 suur ettevote.

Probleemi voib kirjeldada ka vastaval graafikul (joonis 1).
Niimoodi saab tundlikkust analiiiisida vaid siis, kui on 2 erinevat viliskeskkonna seisundit. Rohkema
arvu seisundite korral on soovitav kasutada vastavat tarkvara.

20 T A3
15 +
10 T A2
EV 5+ Al
0+ ! : ' : } ! : ! : |
0 03 04 05 06 0,7 08 09 1
-5
10+t P

Joonis 1 Oodatavate viartuste séltumine tdendosusest P

2.5. Informatsiooni oodatav viartus

Jatkame ndites 2.2 toodud probleemi uurimist. Oletame, et on vdimalik tellida turu-uuring, mille
tulemusel saame iiheselt teada, kas on oodata suurt ndudlust voi véikest ndudlust. Kui palju voiks
maksimaalselt selle turu-uuringu eest maksta? Sellesk tuleb leida informatsiooni oodatav viértus
(expected value of perfect information).

Kui me turu-uuringu tulemustest saame teada, et on oodata suurt ndudlust, siis valime suure ettevotte
ning tegevuse tulemus on 20 milj kr aastas. Kui saame teada, et on oodata viikest ndudlust, valime
viikese ettevotte ning tulemuseks on 7 milj kr aastas. Probleem on selles, et turu-uuringut tellides me
ei tea selle tulemust. Kiill voime me aga kasutada eespool médratud seisundite tdenédosusi turu-
uuringu tulemuste tdenfosuste hindamisel. Kui eeldasime, et suur ndudlus tekib tdendosusega 0,8,
siis jarelikult tdendosus, et turu-uuringu tulemuseks on “suur ndudlus™ on ka 0,8. Ja tdnédosus, et turu-
uuringu tulemuseks on vdike ndudlus, on 0,2.

Leiame oodatava viirtuse, kui tellime turu-uuringu:

EV(turu-uuring) =0,8:20 +0,2-7=17,4

Oodatavaks vaértuseks ilma turu-uuringuta oli 14,2 (vt punkt 2.3). Informatsiooni oodatav viirtus on

EV(turu-uuring) -EV(ilma turu-uuringuta) =17,4 -14,2=3,2
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Seega maksimaalne summa, mida v3ib turu-uuringu eest maksta, on 3,2 milj kr. Kui vastav turu-
uuring maksab vdhem, on kasulik tellida eelnev turu-uuring.

2.6. Otsustamise puu

Otsustusprotsessi skemaatiliseks kujutamiseks kasutatakse otsustamise puud (decision tree).
Otsustamise puul kujutatakse kdikvdimalikud otustamise kohad ja viliskeskkonna sesiundid, mis
realiseeruvad vastavate tdendosustega.

NAIDE 2.5. Otsustamise puu
Toimub uue toote arendus. Tootmise kdivituskulud on 15 000 kr, turu-uuring maksab 5000 kr.
Tdendosused toote miiligiedukuse kohta on toodud jirgnevas tabelis.

Erinevate seisundite tdendosused P
Toote Tulu 7,
miitigiedukus Ilma turu- Turu-uuring Turu-uuring (rahavoog)
(alternatiivid) uuringuta annab positiivse | annab negatiivse
tulemuse tulemuse

Viga edukas 0,2 0,6 0,1 100 000 kr
Keskmine 0,5 0,2 0,3 40 000 kr
Labikukkumine 0,3 0,2 0,6 - 60 000 kr

Eelmiste sedalaadsete toodete kogemus nditab: tdendosus, et turu-uuringu tulemus on positiivne,
on 0,4. Kui loobuda toote kdivitamisest ja miiiia ideekavand maha, on vdimalik saada selle eest
10 000 kr.

Joonisel 3 1k 78 on toodud vastav otsustamise puu.
Otsustamise puu koosneb sdlmedest (node) ja harudest (branche). Sdlmesid on kolme liiki.

1. Otsustamine (decicion node) - valitakse parima oodatava véaartusega haru.
Otsustamise solmest ldhtuvad otsustamise

harud, mis vastavad erinevatele Kaivitus
valikuvdimalustele. Valikud peavad olema rahavoog
iiksteist vélistavad ja moodustama téieliku -15000 36 000

stisteemi (koik valikuvariandid peavad olema 36000 Kavandi miiiik

kajastatud). Iga haru juurde lisatakse vastava /ﬂ
valikuga kaasnev rahavoog (kulu voi tulu, mis

kaasneb selle valikuga). Solmest vasakule
kantakse antud sdlmele vastav oodatav vaértus.

10000 o 9000

oodatav vaartus
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kawandi midk

| —==——mmmm oo 10000
0000 10000
0.z
“aga edukas :
] —T T T T T T T T T T T e T T e e 25000
00000 5000
0.5
Edivituz ilma tuni-glri BEdulkas |
| — T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 25000
-15000 7000 40000 25000
0,3
Labikukkumine |
| — T T T T T T T T T T T T T T T T T T T -Ta000
-G0000  -y&000
0.6
“Hga edukas |
| 20000
17400 iooooo 20000
0.2
kSiwitus Edukas |
| 20000
15000 36000 40000 20000
0.4 0.2
Uuring positiivne Labikukkumine |
1 20000
0 36000 -G0000  -20000
kEawandi midk
| — T s000
10000 000
0.1
Turu -uuring “WHga edukas= |
1 20000
-S000 17400 ioooo0 20000
0,2
ESiwitus BEdukas= |
1 20000
-15000  -34000 40000 20000
0.6 0.6
Huring negatiivne Labikukkumine
1 20000
1] s000 -G0000  -20000
Eawandi midk
| -~ S000

10000 5000

Joonis 3 Otsustamise puu
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2 Juhuslik siindmus (event node) - realiseerub juhuslik tdenzosus ¥ 0,6
stindmus etteantud tdendosustega.

Stindmuse sdlmest hargnevad harud kirjeldavad
erinevaid vdimalikke juhuslikke stindmusi. Stindmused
peavad moodustama tdieliku siisteemi (liksteist
vilistavad, tdendosuste summa peab olema 1). Iga haru
juurde lisatakse vastava stindmuse tdendosus ja
stindmuse realiseerumisega kaasnev rahavoog (kulu voi 0.2
tulu, mis kaasneb selle stindmusega). S6lmest vasakule . )
kantakse vastav oodatav vairtus (harude tdendosuste ja Labikukkumine
oodatavate védrtuste korrutiste summa). -60 000 -80 000

Viga edukas
100 000 80 000

rahavoog
0,2

Edukas

40 000

36 000 20000

oodatav vaartus

3. Loppsolm (terminal node)

Igale 10ppsdlmele vastab 10ppvédrtus (terminal value, outcome value).

Loppvéirtus iseloomustab konkreetset stsenaariumi (otsustuste ja juhuslike —1 1000
stindmuste jargnevus esimesest otsustussdlmest 10ppsolmenti).

Otsustamise puu konstrueerimiseks Excelis on voimalik kasutada abivahendit Decision Tree. Selle
abil on koostatud ka joonisel ? toodud puu. Vastava abivahendi lisamiseks tuleb Excelile lisada Add-
In treeplan.xla (saadaval koos vastava juhendmaterjaliga http://www.treeplan.com/).

3. Varude juhtimine

Kirjandus:

1. Paas, T. Kvantitatiivsed meetodid majanduses (majandusmatemaatika). Tartu, 1997.
2. Ubi, E. Planeerimise ja juhtimise matemaatika. “Kiilim”, TIn 1998

3. Riinkla, J. Ettevotte kulud, varud ja juhtimisotsused.”Kiilim”, TIln 1997.

Varude juhtimise (inventory control) eesmirk on kogukulude minimeerimine kauba hankimisel.
Voetakse arvesse hankekulud (tellimuse ettevalmistus, transport, kauba kaalumine, vormistamine,
arvete maksmine) ja sdilitamiskulud (laokulud, kinnikiilmutatud kapitalikulud, kindlustuskulu,
vananemis- ja riknemiskulu), monikord ka trahvikulud puuduva kaubakoguse korral voi
saamatajdinud tulu. Ostukulu (kauba maksumust) arvestatakse juhul, kui on tegemist erinevate
pakkumistega ja hinnad on erinevad, samuti allahindluspakkumiste korral.

Fikseeritud tellimuskogusega, ka 6konoomse tellimuskogusega mudelite korral tellitakse juurde,
kui varu jouab kindlale tasemele. Kasutatakse perioodilise kontrolli siisteemi (periodic review
system) voi pidevat jalgimist (laoarvestustarkvara).

Fikseeritud tellimusperioodiga mudelite korral tehakse tellimus kindlal ajamomendil ja
tellimuskogus méératakse igakord eraldi.

Mudelid voivad olla
> deterministlikud. Kaubavajadus ehk noudlus on tipselt midratud, determineeritud
> stohhastilised. Noudlus on juhuslik suurus, mis allub teatud jaotusseadusele.
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3.1. Fikseeritud tellimuskogusega mudel

Inglisekeelsed mirksdnad: fixed order quantity, economic order quantity - EOQ

Lihtsaimate mudelite korral eeldatakse, et
> kaubavarude vihenemine on ajas lineaarne,
> uus partii saabub parajasti siis, kui kaubavarud on joudnud nullini.

Olgu ajaiihikuks aasta. Votame kasutusele jargnevad téhistused:
O kauba vajadus aasta jooksul (annual demand),

q kaubapartii suurus (korraga tellitavate iihikute arv),

I  kaubavaru laos (inventory level),

n  aasta viltel tellitavate kaubapartiide arv, n ==,
q
At intervall kahe kaubapartii soetamise vahel (aastates), At = 1
n

C, summaarsed hankekulud aasta jooksul (annual ordering cost),

¢, ihe kaubapartii hankekulud (ordering cost per order),

C, summaarsed sdilitamiskulud aasta jooksul (annual holding cost ),
¢, kaubaiihiku sdilitamiskulud aastas (annual holding cost per unit),
C kogukulu aasta jooksul (total cost).

Optimeerida tuleb kogukulu C. Kogukulu s6ltub kaubapartii suurusest g, mis on argumendiks. On
vaja leida avaldis, mis kirjeldab kogukulude C(g) sdltuvust partii suurusest g:

C(@)=C,(q9)+Ci(q)

Summarsed hankekulud aasta kohta saame, kui partiide arvu aastas korrutame iihe partii hanke-
kuludega:

C,(q)=nc, :gch
q
Summaarsete sdilituskulude C; leidmiseks vaatame joonist 5, 7. Vasakpoolsel graafikul on vertikaal-

teljel kaubavarude suurus laos 7, mis soltub ajast ¢. Eeldame, et miiiik toimub {ihtlaselt. Ajavahemiku
At jooksul viahenevad kaubavarud lineaaselt tasemest ¢ kuni nullini.

1A e oA
q Csq
| > ‘ ‘ >
Kaubavaru laos x soltub ajast. Sdilituskulud At jooksul on v&rdsed 1 kolmnurga pindalaga.

Joonis 5 Varude muutumine ajas ja séilituskulud

Parempoolsel graafikul on vertikaalteljel sdilituskulud ajaiihikus, mille saamiseks on kaubaiihiku
sdilitamiskulud ajaiihikus ¢, korrutatud l4bi kaubaiihikute arvuga (kaubavarudega) /. Kuna
kaubavarud muutuvad, siis muutuvad ka séilituskulud ajaiihikus ¢ /. Sdilituskulud ajavahemiku At

) . i c,q At
jooksul on vordsed kolmnurga pindalaga S
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Kui aasta jooksul tellitakse 7 partiid, siis aastas on n perioodi pikkusega Af ja seega on graafikul »n
kolmnurka. Summaarsed sdilituskulud aasta jooksul on vordsed n kolmnurga pindalaga:
c,q At

N

Kui meil ajaiihikuks on {iks aasta, siis ajavahemik kahe kaubapartii tellimise vahel Az= l Tehes

vastava asenduse, saame, et summaarsed séilituskulud aasta jooksul n
c.q
_ s
C, =
2
A
L \\, C
G

> q
Joonis 6 Kogukulud, hankekulud C, ja
séiltuskulud C,

Kogukulud aasta jooksul soltuvad partii suurusest ¢ jirgmiselt:

c, c.
Clg) -2 2
q 2
II Jargnevalt leiame funktsiooni C(g) miinimumi. Selleks leiame tuletise ja selle nullkohad.
/ Qch cs
C(g)=- 5 +?
q
— Qch =+ & = 0
q* 2
Qch _ cs
q* 2
2Qc,
q =
c

Kulude suurus optimaalse partii suuruse korral (minimaalsed kulud):

Cmin = V 2QCh Cs

Millal tuleb aga tellida? (when-to-Order decision). Umbertellimuspunkt (reorder point) on selline
kaubavaru, mille korral tuleb vormistada uus tellimus. Kuna tellitud partii ei saabu momentaalselt,
tuleb arvestada kittetoimetamisajaga (lead-time). Kui kéttetoimetamisaeg on m péeva ja ndudlus
pdevas on d tihikut, siis iimbertellimuspunkt
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r=dm

3.2. Optimaalne tootmispartii

Vaatleme situatsiooni, kus ndudlus on jillegi konstantne, kuid kaup ei saabu mitte iihekordsete
partiidena suurusega ¢, vaid kindla perioodi véltel konstantses mahus ajatihiku kohta (constant
supply rate). Niiteks 10 tihikut pdevas voi 50 iihikut nddalas. Selline olukord on néiteks tootmise
korral, kus tellimuse saabudes kiivitatakse tootmine ja toodetakse siis mingi kindla aja viltel
(tootmisfaas). Seejdrel selle artikli tootmine peatatakse ja toodetakse vahepeal midagi muud. Teatud
aja pédrast, kui varud on otsa 10ppenud, alustatakse tootmist uuesti.

Inglisekeelne termin: Economic Production Lot Size Model

Sellises situatsioonis tootmisfaasis toodetakse ajatihikus rohkem kui on nduldus: varude tase
suureneb. Peale tootmisfaasi Idppu ndudlus vihendab laovarusid seni kuni algab uus tootmisfaas.

tootmisfaas ei toodeta

varude keskmine tase

varude tase /

aegt
Joonis 7

Kahte liiki kulud: siilituskulud ja seadistuskulud (setup cost) -- analoog tellimuskuludele.

d - ndutav kogus pievas
p - toodanguhulk pédevas
t - toomisfaasi pikkus pdevades.

Kuna p > d, siis p-d on varude suurenemine paevas tootmise ajal. Kui tootmisfaas kestab ¢ paeva, siis
maksimaalne varude suurus

I . =(p-d)t

Kui tootmisfaasi jooksul toodetav kogus on g, siis ¢ =pt, kus ¢ on tootmisfaasi pikkus paevades. Siit
tootmisfaasi pikkus

t= paeva.

< e

Jarelikult maksimaalne varude suurus

[max:(p_d)t:(p_d)i :( 1 _é) q
p p

Kui tihiku sdilituskulud aastas on c,, siis summaarsed séilituskulud aastas

Cv:llmax c? :l 1 _g qc?
s 575 )1

Kui aastane ndutav kodus on D ja ¢, on tootmise seadistuskulud, siis summarsed seadistuskulud
aastas
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Chzgch
q

Kogukulu aastas

C(q) =1( I —4) ge,+ e,
2 p q

Arvestades, et 4. %, saame kogukulud avaldada aastase ndutava koguse D ja aastase tootmismahu
p
P kaudu:

1 D D
Clg)=—|1-=|gc.+—c¢
(9) 2( P)q p p h

Kulude minimeerimisel saadav optimaalne tootmispartii, mis iihe tootmisfaasi jooksul tuleb toota

3.3. Uheks perioodiks tellimine ja juhuslik ndudlus

Eelmistes mudelites oli ndutav kogus tépselt méédratud, need olid deterministlikud mudelid. Tihti on
aga ndudlus juhuslik.

Vaatleme jargmist situatsiooni

» ks kaubaartikkel;

»  lhekordne tellimine (hooajaks);

»  ndudlus on juhuslik suurus.

Tellitakse iiks kord teatud suurusega partii, mis tuleb maha miiiia kindla perioodi jooksul. Kui
perioodi 16puks pole maha miiiidud, siis tehakse allahindlus. Naiteks hooajakaubad, samuti ajalehed.
Mbonikord nimetatakse ka ajalehepoisi probleemiks (newsboy problem)

Inglise keeles viljendatakse sellist situatsiooni mirksdnadega Single-period, stochastic demand
(probabilistic demand),

NAIDE 3.1.

Jalatsikaupluse "Kuldne king" juhatajal tuleb ette valmistada tellimused jargmiseks kevad-suviseks
hooajaks. Tellida tuleb parajasti nii palju kaupa, et jouaks suve 10puks maha miiiia. Augustis on vaja
laopind vabastada siigisjalatsite jaoks ja jarelejddnud suvejalatsid tuleb miiiia siis madalate
hindadega.

Mudeli A hind hooajal on 900 krooni. Augustis saab aga jarelejdédnud kingadest lahti hinnaga 550 kr,
kusjuures mudeli omahind on kaupluse jaoks 650 kr.

Eelmiste perioodide miitigimahtude statistiline analiilis niitas, et keskmiselt miiiiakse hooaja jooksul
400 paari seda mudelit, kusjuures ndudlus allub normaaljaotusele ja standardhilve on 143 paari.
Nende andmete pdhjal tuleb leida optimaalne tellimuskogus.

Juhataja arutleb jargmiselt.
Iga hooaja jooksul miiiidud lisa kingapaar annab lisatulu: MR=900 - 650 = 250 kr.
Iga hooaja jooksul miilimata jddnud kingapaar suurendab kulu: MC=650-550=100 kr.
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0 200 400 600 800 1000
noutav kogus

Joonis 8 Noutav kogus allub normaaljaotusele

84

Kui tellimust suurendada 400-1t paarilt 401 paarini, siis tdendosusega 0,5 v3ib ndudlus D olla suurem

kui 400, p(D>400)=0,5, ja voib saada lisatulu ning tdendosusega 0,5 voib esineda lisakulu. Seega
piirtulu oodatav véértus

MR,,,,(400) = MR p (D>400)=250-0,5 = 125

ja piirkulu oodatav véartus
MC,,(400) =MC"-p(D<400)=100-0,5 =50

Kuna oodatav lisatulu on suurem kui oodatav lisakulu, on tellimuskoguse suurendamine kasulik.

Tuleb leida selline tellimuse kogus, kus koguse suurendamisel iihe {ihiku vorra on lisatulu oodatav
vaartus vordne lisakulu oodatav véirtusega:

MR ;,(Q) =MC,,(Q)

Viimasest avaldisest on voimalik leida, kui suure tdendosusega peab ndutav kogus olema vdiksem
vOi vordne tellimusega Q. Toendosuseks saadakse

p(D<Q)-—MR

MR+MC

Vastav arvutus annab, et antud juhul tdendosus p= 0,714. Arvestades, et ndudlus allub
normaaljaotusele, on tdendosuse jargi voimalik leida vastav partii suurus (Exceli funktsioon
NORMINV).

Optimaalse partii suuruseks saadakse 481 paari.

0 200 400 f 600 800
optimaalne tellimus noutav kogus

Joonis 9 Hall osa on iilejadgi tekkimise tdendosus

1. Stohhastiliste varude juhtimise mudelite korral on oluline kindlaks teha, millisele juhusliku
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suuruse jaotusseadusele ndudlus allub (normaaljaotus, iihtlane jaotus, Poissoni jaotus, logaritmiline
normaaljaotus).

2. Optimaalne on selline kogus, mille korral oodatav lisatulu ja oodatav lisakulu on vordsed,

MR, =MC,,.Ku MR, ,<MC,,, tuleb tellida vihem. Kuigi tdendosus, et kaupa jaéb puudu, vdib
olla suurem, aga iilejadgist tingitud lisakulu vdib olla nii suur, et iilejadgi tekkimise tdendosus peabki
olema viike.

3.4. Perioodiline tellimine fikseeritud kogusega ja juhuslik ndudlus

Eelmises osas vaadeldi iihekordset tellimuse suurust juhusliku ndudluse korral. Niiiid vaatleme
perioodilist tellimist fikseeritud optimaalse kogusega, kui ndudlus on juhuslik suurus. Uus tellimus
saadetakse siis, kui varude tase on langenud timbertellimistasemeni. Kuna néudlus on juhuslik, siis
siis imbertellimishetke saabumine on samuti juhuslik ning tellimuse vormistamise hetke, samuti aega
kahe tellimuse vahel pole voimalik ette planeerida.

Varude muutus vastva situatsiooni korral on toodud joonisel 10. Tellimus tehakse siis, kui varude
tase on langenud timbertellimistasement ja tellimuse suurus on kogu aeg konstantne.

NAIDE 3.2.

Firma Dabco toodab valgusteid ning valgustistes kasutatavid liiliteid tellib tarnijatelt. Kulude analiiiis
on ndidanud, et hankekulud on 120 kr tellimuse kohta, {iks liiliti maksab 60 kr ja sdilituskulud
moodustavad 20% varude maksumusest. Valgustite vajadus on juhuslik, iga nddal erinev. Eelnevate
perioodide analiilis on ndidanud, et iihenddalase kéttetoimetamisajale vastab noudlus keskviairtusega
154 ja standardhdlbega 25 liilitit. Kuna aastas on 52 néddalat, siis aastane kogus on 154x52 = 8008
liilitit aastas.

Optimaalse tellimuskoguse leidmiseks kasutame valemit

2Q0c¢,

N

tellimuse suurus Q

kaubavaru /

timbertellimistase

___________ L

tumbertellimishetk ‘ B ) D
uue partii saabumine kaubavaegus
aegt

Joonis 10

Andmed:

aastane kogus Q= 8008,

hankekulud tellimuse kohta ¢, = 120 kr;
thiku sdilituskulu aastas ¢, = 0,2 x60 = 12 kr.
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2-8008- 120
e

8008

Optimaalne tellimuskogus

Sellist tellimuse suurust kasutades tuleb teha ligikaudu
12,5 péeva tagant (kui todpdevade arv aastas on 250).

= 20 tellimust aastas keskmiselt iga

Noudlus kittetoimetamisaja jooksul on keskmiselt 154 ithikut. Kuna ndudlus allub normaalaotusele,
siis tdendosusega 0,5 voib tegelik ndudlus olla sellest vadrtusest suurem ja jarelikult pooltel juhtudel
tekib kaubavaegus.

Dabco juhtkond soovib, et kaubavaegus ei esineks mitte rohkem kui {iks kord aasta jooksul. Kuna
tellimuste arv on 20, siis lubatakse kaubavaeguse tdendosust 5%. Tdendosus, et kaupa jatkub ehk
teenindustase (service level) on sellisel juhul 95%. Kasutades normaaljaotust leitakse, et sellisel juhul
peab iimberttellimustase olema 195 tihikut.

3.5. Perioodilise kontrolli siisteem ja juhuslik ndudlus

Inglise keeles véljendatakse sellist situatsiooni mirksonadega 4 Periodic-Review Model with
Probabilistic Demand.

Mitmesuguseid elektroonikakaupu miiiiv firma otsustab viahendada laokulusid, optimeerides
tellitavate partiide suurust. Kuna ithekorraga tellitakse mitut erinevat kaubaartiklit, pole vdimalik
tellida siis, kui kaubavarud on vdhenenud teatud piirini, sest igal kaubaartiklil voib see piir
(imbertellimishetk) saabuda erineval ajal. Seega kasutatakse perioodilise kontrolli siisteemi (periodic
review system), kus iga nelja nddala tagant kontrollitakse laovarusid ja tehakse tellimus, milles
niidatakse tellitav kogus eraldi iga kaubaartikli kohta. See kogus peab olema selline, et kaupa jétkuks
jargmise tellimuse pdralejoudmiseni. Tellimuse tditmise aeg on kaks nddalat, seega tuleb arvestada
vastava ennetusajaga.

Iga kaubaartikli jaoks on vdimalik leida tellimuse suurus jirgmisest seosest

Q :Imax _[

kus Q on tellimuse suurus, /,, maksimaalne kaubavaru ja [ kaubavarude suurus perioodilise kontrolli
hetkel.

maksimaalne kaubavaru 7 .
"""""" 7 e N W
tellimuse suurus QO
/ \

~N

=

<

>

<

e

=]

<

i/
imbertellimishetk uue partii saabumine \

ennetusaeg ) — kaubavaegus
aeg
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Tellitava partii suurus Q voib olla seega iga kord olla erinev ja sdltub hetkel laos olevast kogusest I.
Probleem on maksimaalse kaubavaru 7, leidmisega. See peab olema selline, et kaupa jatkuks kuni
jargmise perioodi tellimiseni pluss ennetusaeg. Kui ndudlus allub normaaljaotusele, mille
parameetrid keskviirtus ja standardhilve on iga kauba jaoks kindlaks méaratud, on voimalik leida
iga kauba jaoks oma maksimaalne véirtus /,,,, et kaubavaeguse tdendosus oleks nditeks alla 1%.

max>

4. Massteeninduse teooria
Kirjandus: Paas, T. Kvantitatiivsed meetodid majanduses. Lk 255 - 265.

4.1. Uldmoisted

Massteeninduse teooria ehk jarjekorrateooria (Waiting Line Theory, Queue Theory) uurib nédhtusi,
mille sisuks on samalaadsete operatsioonide korduv massiline sooritamine. Kasutatakse kdikjal, kus
tekivad jarjekorrad: teenindussaalid, kauplused, restoranid, infotelefonid. Infotehnoloogias péaringud
andmebaasidest, veebiserveritest, arvutite kovaketastelt. Tootmises tootmisliinide korral.

Teenindussiisteemi analiilisimiseks on vaja mitmesugused lahteparameetreid, mis on voimalik leida
vaatuste teel. POhilised on teenindajate arv, teenindamise kiirus ja sisendvoo intensiivsus.
Teenindajat (server) iseloomustab teenindamise kiirus (service rate) ehk ajaiihikus keskmiselt

teenindatud klientide arv p. Keskmine teenindusaeg on selle poordvairtus l
n

Klientide (customer) saabumist iseloomustab sisendvoo intensiivsus 4 (arrival rate) mis on
ajailihikus saabuvate tellimuste arvu keskvaartus. Kliendiks voib olla inimene vdi ese, detail
(tootmisliini korral).

Jarjekord

O O O O
—— ——

Saabumine Lahkumine

Teenindaja

Joonis Uhe kanaliga teenindussiisteem

Teades teenindamise kiirust ja sisendvoo intensiivsust (samuti nii saabumisaja kui ka teenindamiseks
kuluva aja jaotusseadusi) voib leida jargmised teenindusiisteemi iseloomustavad suurused: siisteemis
olevate tellimuste keskmine arv, jarjekorra keskmine pikkus, teenindussiisteemis oleku keskmine
aeg, jarjekorras ootamise keskmine aeg.

Lisaks vaadeldakse teenindussiisteemide korral jirgmisi suurusi.
Kogum (population)

Saabumised teenindussiisteemi voivad tulla kas loplikust voi Iopmatust kogumist. Naited 10plikust
kogumist: koopiamasinaid hooldav firma teenindab 16plikku arvu koopiamasinaid, IT tehnikul on
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10plik arv arvuteid, mis voivad vajada hooldamist. Nendel juhtudel on potentsiaalsete klientide arv
16plik ja kui iiks klient soovib teenindust, siis viheneb potentsiaalsete juurdetulijate arv {ihe vorra.
Lopmatu kogumi korral on potentsiaalsete klientide arv nii suur, et {ihe kliendi tulek
teenindussiisteemi ei mojuta potentsiaalsete klientide arvu ehk kogumi suurust.

Saabumist (arrival) iseloomustavad tegurid:

»  Kontrollitav voi mittekontrollitav. Niiteks juuksur voib laupédeval-plihapdeval hinda tosta, et
vihendada tulijate voogu, sellisel juhul on saabumine kontrollitav.

»  Korraga saabujate arv voib olla iiks voi mitu. Néiteks restorani tullakse mitmekesi.

»  Saabujate kannatlikkus (ootamise valmidus) vdib olla erinev. Kannatamatuid on kahte liiki.
Uhed vaatavad jirjekorra pikkust ning teenindamise kiirust ja lahkuvad kohe, kui see ei rahulda.
Teised jadvad jarjekorda moneks ajaks seisma, siis aga lahkuvad.

»  Kahe jérjestikuse saabumise vaheline aeg vdib olla konstantne voi juhuslik suurus, mis allub
erinevatele jaotusseadustele (eksponentsiaalne jaotus, lihtlane jaotus jne)

Jarjekord voib olla piiramata pikkusega voi limiteeritud pikkusega.

Jéarjekorra teenindamise reeglid ehk ditsipliin voib olla erinev:

» tulijaid teenindatakse alati saabumise jarjekorras ( first-come-first-served FCFS);

»  eelisjarjekorras teenindatakse neid, kelle peale kulub vihem aega (long-waits-for-shorts);
»  eelisjirjekorras teenindatakse piisikliente.

Teenindussiisteemide tihistamiseks kasutatakse jargmist stimboolikat (autoriks D.G.Kendall):

Al/Blk
kus
A néitab, millisele jaotusseadusele allub tellimuste saabumine;
B niitab, millisele jaotusseadusele allub teenindusaeg;
k néitab teeninduskanalite arvu.

A ja B vaivad olla néiteks jargmised

M ajaiihikus toimuv siinmuste arv (saabumiste arv, teenindatud klientide arv) allub Poissoni
jaotusele, aeg kahe siindmuse vahel (kaks jérjestikust saabumist, teenindusaeg) allub
eksponentsiaalsele jaotusele

D  deterministlik. Néiteks aeg kahe saabumise vahel on konstatnte

G normaaljaotus ehk Gaussi jaotus

Naiteks

M/M/1 on selline slisteem, kus saabumiste arv allub Poissoni jaotusele, teenindusaeg
eksponetsiaalsele jaotusele ja on liks kanal (teenindaja)

M/G/2 on selline siisteem, kus saabumiste arv allub Poissoni jaotusele, teenindusaeg

normaalsele jaotusele ja on kaks kanalit

Bottleneck - pudelikael
gridlock - jarjekord takistab juurdepéésu (teisele teenindajale, kauba riiulitele).

4.2. Uhe kanaliga teenindussiisteem. M /M /1

Uhekanalilise teenindussiisteemi niiteks on iihe kassapidajaga kauplus.
Ajavahemiku ¢ viltel saabuvate tellimuste (niiteks ostjate) arv on juhuslik suurus, mille jaotust
kirjeldab Poissoni jaotus parameetriga Az:

_ ()"
p,(D)=e TR
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n on ajavahemikus ¢ saabuvate tellimuste arv,
p.(?) tdendosus, et ajavahemiku 7 jooksul saabub # tellimust.

Teenindusaeg on samuti juhuslik suurus, kuna saabuvad tellimused pole tavaliselt iihesugused ning
nende tditmiseks kuluv aeg voib olla erinev. Reaalsete teenindussiisteemide korral eeldatakse, et
teenindusaeg jaotub eksponentsiaalselt. TGenédosus, et ajavahemiku # jooksul tdidetakse tépselt &
tellimust, on

k
g, =e b

kus u on ajaiihikus keskmiselt teenindatud ostjate arv ehk teenindamise kiirus. Keskmine

teenindusaeg on selle poordvadrtus l
1

Sellist siisteemi iseloomustavad jargmised néitajad:

Tdendosus, et teenindaja on koormatud (tulija peab ootama) p= A (tihikuks on erlang)
1
Tdendosus, et teenindajal on todseisak (pole klienti) Py=1-p
Toendosus, et siisteemis on N tellimust P, =p N. P,
2
Jarjekorra keskmine pikkus L= M
p(p-2)
. . : . ~ A A
Siisteemis olevate tellimuste keskmine arv L= Lq == —
oo
o . . L \
Jérjekorras ootamise keskmine aeg Wq =_9=
Aoop(p-n)
Teenindussiisteemis oleku keskmine aeg W= Wq +% L
-

Neid valemeid saab kasutada, kui ajaiihikus toddeldavate tellimuste arv on suurem kui saabuvate

~
o

o

N w B [3)] D
o o
\\R

o O
N~—

NS

Jarjekorras ootamise aeg, min

(=]

10 20 30 40 50 60
Sisendvoo intensiivsus, klienti tunnis

o

Joonis 12 Jarjekorras ootamise aja soltuvus sisendvoo intensiivsusest, kui
teenindamise kiirus on 60 klienti tunnis
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- -
o N
=

Jarjekorras ootamise aeg, min
» [« ©

/

\

70 75 80 85 90
Teeninduskiirus, klienti tunnis

o
D
o
» |
a

Joonis 13 Jarjekorras ootamise aja soltuvus teenindamise kiirusest, kui
sisendvoo intensiivsus on 55 klienti tunnis.

tellimuste arv, p >A. Vastasel juhul, kui keskmiselt saabub ajatihikus rohkem tellimusi, kui joutakse
keskmiselt toodelda, kasvab jirjekord Iopmatuseni.

NAIDE 4.3.

Vaatlused on ndidanud, et kassapidajal kulub iihe kliendi teenindamisele keskmiselt 1 minut, seega
teenindamise kiirus on 60 klienti tunnis. Kui leti ddarde saabub keskmiselt 30 klienti tunnis, on
jarjekorra keskmine pikkus 0,5 ja keskmine ooteaeg jarjekorras iiks minut. Kui aga sisendvoog teatud
perioodil ajutiselt suureneb ja keskmiselt siseneb 55 klienti tunnis, siis keskmine ooteaeg on juba 11
minutit, mis on liiga pikk. 59 kliendi korral suureneb keskmine ooteaeg 59 minutini ja jirjekorra
keskmine pikkus on 58 inimest. Selleks, et 55 kliendi korral oleks ooteaeg iiks minut, tuleb
teenindamise kiirust suurendada 91 kliendini tunnis. Seega 1,5 korda.

4.3. Mitme kanaliga teenindussiisteem M/M/k

Toome dra valemid siisteemi jaoks, kus on tdidetud jargmised eeldused:

1. Teenindajate ehk kanalite arv on suurem kui liks

2. Saabujad ootavad iihes jarjekorras ja liiguvad sellesse kanalisse, mis vabaneb.
3. Saabumised alluvad Poissoni jaotusele.

4. Iga teeninduskanali teenindusaeg allub eksponentsiaalsele jaotusele.

5. Keskmine teeninduskiirus p on kdikidel kanalitel iihesugune.

6. Jarjekorra distsipliin on FCFS, eelisjarjekorras kedagi ei teenindata.

Stisteemi parameetrid

A - keskmine sisendvoo intensiivsus

u - keskmine teeninduskiirus igas kanalis
k - kanalite arv

Sellist siisteemi iseloomustavad jargmised néitajad:

Tdenéosus, et slisteemis pole iihtegi tellimust P, =
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n
Toendosus, et siisteemis on 7z tellimust P =(M7L'l)P0 , kui n<k
n.

P =MW i ek

B 37
k
Jarjekorra keskmine pikkus L,= MPO
(k=1)! (kp-2)?
Stisteemis olevate tellimuste keskmine arv L=L + A
u
: : : L

Jarjekorras ootamise keskmine aeg w, :Tq
Teenindussiisteemis oleku keskmine aeg W=w, + %

4.4. Uhe kanaliga teenindussiisteem M /G /1

Toome dra valemid sellise siisteemi jaoks, kus teenindusaeg allub normaaljaotusele, mille
keskviairtus ja standardhélve on teada.

Stisteemi parameetrid:

A - keskmine sisendvoo intensiivsus;

u - keskmine teeninduskiirus igas kanalis, keskmine teenindusaeg on —;
o - teenindusaja standardhélve. H

Sellist siisteemi iseloomustavad jargmised néitajad:

Tdendosus, et teenindaja on koormatud (tulija peab ootama) p= A
Tdenéosus, et teenindajal on todseisak (pole klienti) Py=1-p
Tdendosus, et slisteemis on N tellimust Py=p"-P,

2.2 2
Jarjekorra keskmine pikkus [ =MoT ()

7 2(1-Mp)
Siisteemis olevate tellimuste keskmine arv L=L + A
u
: : : L
Jarjekorras ootamise keskmine aeg w, :Tq
Teenindussiisteemis oleku keskmine aeg W=w, + %
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4.5. Kulude minimeerimine

Teatud juhtudel on teenindussiisteemi disainimisel voimalik lahtuda kogukulude minimeerimisest.
Seda juhul, kui oskame kindlaks méérata, milline on teeninduskulu ajaiihikus ja ootamise kulu
ajatihikus.

Kasutame jérgmisi tihistusi:

¢,  ootamise kulu ajaiihikus tihe tellimuse kohta;
L jarjekorra pikkus;

c, teeninduskulu ajaiihikus {ihe kanali kohta;

k kanalite arv;

TC  kogukulu ajatihikus

Kogukulu on sellisel juhul lihtsalt arvutatav ja koosneb kahest komponendist: ootamise kulu pluss
teeninduskulu:

IC=c L+ck

Kogukulu TC

Teeninduskulu

Ootamise kulu

Kanalite arv k&
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5. Lineaarne planeerimine
5.1. Ulesande pistitus

Vaatleme moningaid néiteid, mida saab lahendada lineaarse planeerimise lilesandena.

NAIDE 5.1. Tootmise planeerimine
Ettevote vOib toota nelja toodet. Tooted ja vastavad piirkasumid (lisakasum iga tdiendava tooteiihiku
tootmisel) on toodud tabelis:

Toode Piirkasum, kr
A 55
B 2,7
C 6,0
D 4,1

Ettevottes tootab 200 kogenud toolist ja 150 vdikeses staaziga, kogemusteta toolist. Ajakulu
erinevate toodete valmistamiseks (tundides) on toodud jargmises tabelis:

A B C D
Kogenud tootaja 5 3 1 8
Kogemusteta todtaja 5 7 4 11

Toonddala pikkus on 40 tundi. Seega on vdimalik nédalas kasutada 20040 =8000 tundi kogenud
tootajate to6joudu ja 150-40 =6000 tundi kogemusteta t69joudu.

Eesmairgiks on kasumi maksimeerimine. Tuleb leida selline tootmisplaan (toodete koguste
kombinatsioon), mille korral kasum oleks maksimaalne, aga maksimaalset to6tundide arvu nidalas
(kummagi tootajate kategooria kohta) ei oleks tiletatud.

Ulesande matemaatiline piistitus

Tundmatud x,, x;, x. ja x, on vastavalt toodete A, B, C ja D kogused.
Juhtimiseesmérgi matemaatiline formuleering ehk optimaalsuskriteerium (kasumi
maksimeerimine):

P=55x,+2Tx,+6,0x.+4,lx, - max.
Kitsendused formuleeritakse iga ressursi jaoks eraldi. Vasakul pool on antud ressursi kulu, kui
tootmiskogused on x,, xg, Xc, Xp, ja paremal pool maksimaalne lubatav viirtus. Ressursi kulu voib

olla viiksem-vOrdne maksimaalsest vaartusest:

kogenud  5x,+3x,+ x.+ 8x, < 8000
kogemusteta  Sx, +7x, +4x.+11x, < 6000

Lisaks sellele on loomulik nduda, et kogused oleksid mittenegatiivsed:

x,20, x;20, x>0, x,>0.
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NAIDE 5.2. Transpordiiilesanne.

Firmal, mis tegeleb moo6bli miiiigiga, on kolm ladu erinevates linnades. Firma sai neljalt kliendilt
kokku 15 tellimust teatud tiitipi kontorilaudadele. Kokku on nendes kolmes laos 15 vastavat lauda
olemas.

Tellimuste jagunemine klientide vahel ja ladudes olevad kogused on toodud tabelis:

Klient A Klient B Klient C  Klient D
Ladu X 2 Aya Nyp Axp Nxp
LaduY 6 Hya Nyp nyp nyp
Ladu Z 7 N Ny nyn nn
KOKKU 15 3 3 4 5

Tundmatud:

ny,  transporditavate laudade arv laost X kliendini A
nyg  transporditavate laudade arv laost X kliendini B
jne.

Jargnevas tabelis on toodud kéttetoimetamiskulud kaubaiihiku kohta (kroonides) vastavast laost iga
kliendini

Klient A Klient B Klient C  Klient D

Ladu X 260 220 300 400
Ladu'Y 340 280 240 260
Ladu Z 360 360 300 240

Tuleb leida, mitu lauda igast laost on vaja viia konkreetse kliendini (suurused #), nii et
kéttetoimetamiskulud oleksid minimaalsed ja iga kliendi ndudlus téidetud.

Ulesande matemaatiline piistitus
Juhtimiseesmérgi matemaatiline formuleering ehk optimaalsuskriteerium (kulude minimeerimine):

C= 260ny 5+ 220ny5, + 300nyp, + 4007y, +

1340, , + 280n;, + 240ny + 260myp +
+360m,, + 360n,, + 300n,, + 240m,,

C - min

Lineaarset planeerimist (/inear programming) kasutatakse majanduses pohiliselt jairgmiste
juhtimisiilesannete juures:

> piiratud ressursside parem drakasutamine;
> transpordikulude minimeerimine;
> tootmisjddkide minimeerimine (nt optimaalse lahtildikamise {ilesanne).

Lineaarset planeerimist on voimalik kasutada, kui on tdidetud jirgmised tingimused:

> probleemi on voimalik kirjeldada kvantitatiivselt (arvude abil);
> koik tundmatud on avaldistes lineaarsel kujul;

> on voimalikud alternatiivsed valikud;

> esineb iiks voi mitu kitsendust.
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Lineaarne planeerimisiilesanne max- pdhikujul:
> ndutakse sihifunktsiooni (objective) maksimumi
Z=C X, TCyXy +CyXy+ ... +C, X +d ~max

> kitsendused (limitations, constraints) antud vorratustena < (vdiksem voi vordne)
a, X, +a;,X%, +..a,,x,<b
Ay X + Ay Xy + .0y, X, < b,

> koik muutujad vdivad omada vaid mittenegatiivseid vadrtusi

Xy Xy wey X, 20

Lineaarne planeerimisiilesanne min- pdhikujul
> ndutakse sihifunktsiooni miinimumi
Z=C X +CyXy T X+t e, X, +d ~min

> kitsendused antud vdorratustena > (suurem voi vordne)

A X+ Ay Xy + oy, X, > b,

Ay X, *0yy Xy +...0,, X, 2 b,

a x,+a .x,+..a x >b
1 m27°2 mn~"n

ml m
> koik muutujad voivad omada vaid mittenegatiivseid vairtusi
Xyy Xy5 ey X, 20
Voimalikud lahendusmeetodid:
> graafiline;
> simpleksmeetod (jarkjarguliste teisenduste abil otsitakse suurima sihifunktsiooniga lahendit).

Graafilist meetodit kasutatakse lineaarse planeerimise oppimisel, see voimaldab paremini probleemi
olemust madista. Seda on voimalik kasutada vaid kahe tundmatu korral.

Simpleksmeetodi korral otsitakse jarkjarguliste teisenduste abil suurima (vdikseima) sihifunktsiooni
vadrtusega lahendite komplekti. Selle meetodi vottis kasutusele George Danzig 1947.a.
Simpleksmeetodit kasutades on vdimalik lahendada lineaarse planeerimise tilesanne paberi ja pliiatsi
abil, seda meetodit on kirjeldatud raamatus T.Paas “Kvantitatiivsed meetodid”. Kuid tédnapédeva
arvutid teevad seda oluliselt kiiremini.

Programmis MS Excel on lineaarse planeerimise lilesannete lahendamiseks Lahendaja ehk Solver.
Solveri lisamiseks Exceli meniiiisse valida algul Tools, Add-Ins. Avanenud aknas “Add-Ins” teha
valik “Solver Add-in”. Peale OK on vastav lisavahend meniiiis Tools, Solver. Programmiga MS Excel
on kaasas ka mitmed néited Solveri kasutamise kohta, mis asuvad failis solvsamp.xls.

Lineaarse planeerimise lilesannete lahendamiseks on vdimalik kasutada ka spetsiaalset tarkvara
(nditeks WinQOSB).
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5.2. Graafiline lahendamine

96

Graafilise lahendamise korral vormistatakse lahendus teljestikku, kus iihel teljel on iihe tundmatu, x,

vaartused ja teisel teljel teise tundmatu x, védrtused. Muutujate vaartuste paarid on punktid x, x,
tasandil.
Igale kitsendusele a,,x, +a,,x, <b, (i on kitsenduse number) vastab piirsirgega a,,x, +a,,x, =b,

médratud lubatud pooltasand allpool sirget. Igale kitsendusele i a,,x, +a,,x, > b, vastab piirsirgega
a;,x, +a,x,=b, miiratud lubatud pooltasand iilalpool sirget. Kdiki kitsendusi rahuldavad tasandi

need punktid, mis on iihised kdigile pooltasanditele. Nende punktide hulka nimetatakse lubatud
piirkonnaks ja see on hulknurk.

Sihifunktsioonile z =c, x, +c¢,x, +d vastab tasand kolmemddtmelises x,x,z ruumis, mis 16ikab

tasandit x, x,. Sihifunktsiooni véértust muutes, nihkub tasand x,x,z ja vastavalt nihkub ka tasandite
16ikejoon. Jarelikult erinevatele sihifunktsiooni vairtustele vastavad tasandil x, x, erinevad jooned.
Kodige suurema (min iilesande korral kdige vidiksema) sihifunktsiooni vdirtusega joon, mis labib
lubatava piirkonna punkte (voi punkti) vastab planeerimisiilesande optimaalsele lahendusele. Kui
jooniselt pole ndha, milline on lubatava piirkonna viimane punkt, arvutatakse sihifunktsiooni
vadrtused koigi kahtlaste punktide jaoks ning vorreldakse neid.

NAIDE 5.3. Optimaalne tootmisplaan.
Ettevote toodab kaht toodet, A ja B. Toote A piirkasum on 3 kr ja toote B piirkasum 4 kr. Tootja
soovib koostada niddala tootmisplaani eesmérgiga maksimeerida kasumit. Kasutatavad ressursid:

Masintunnid T606joud (tundides) Materjal (kg)
Toode A 4 4 1
Toode B 2 6 1
KOKKU nédalas 100 180 40

Tellimuslepingutega on kehtestatud lisaks sellised kitsendused, et toote A nddalane kogus ei tohiks
iiletada 20 iihikut ja toote B nddalane kogus peaks olema vidhemalt 10 iihikut.

Formuleerime lineaarse planeerimisiilesande. Olgu x, toote A kogus nédalas ja x, vastav kogus toote

B jaoks. Eesmirgiks on kasumi maksimeerimine, sihifunktsioon:
P=3x,+4x, - max.

Kitsendused
4x,+2x,<100 kitsendus masintundide kohta.

1.

2. 4x,+6x,<180 kitsendus t66j0u kohta.

3. x, +x,< 40 kitsendus materjali kohta.

4. x, < 20 kitsendus toote A miiligi kohta.
5. x,> 10 kitsendus toote B miiiigi kohta.

Mittenegatiivsuse ndue
x,20, x,>0.

Igale kitsendusele vastab konkreetse sirgega piiratud pooltasand. Vastavate sirgete vorrandid:
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1. x,=50-2x,
2
. x,=30-=x
2 301
. x, =40 -x,
. x, =20
. x,=10

W B~ W

Vastavad sirged on kantud joonisele 1 . Varjutatud ala on kitsendustega lubatud piirkond.

60

50

40

X' 30

20

10

X4

Joonis I Kitsenduste sirged

Lisaks kitsenduste sirgele kantakse sihifunktsioonile vastav sirge

Joonisel 2 on kasumi vaartusele 70 vastav sirge (x,= 10 ja x,= 10 ning 3- 10 + 4-10= 70). Sirgega
tehakse paralleelliike, nii et kasumi véartus oleks maksimaalne (sirge on nullpunktist voimalikult
kaugel) ja sirge ldbiks (v0i puudutaks) lubatud piirkonda.

60

50

40

X' 30

20

10

0 10 20 30 40 50
X4

Joonis 2 Kasumile P= 10 vastav sirge
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Kui joonisel 2 olevat sirget nihutada, siis saadakse, et sirge puudutab lubatud piirkonda punktis, kus
16ikuvad kitsenduste 1 ja 2 sirged. Seal x,= 15 jax,=20 ning 3-15+4-20=125.

Vastus: Kasumi maksimeerimiseks tuleks toodet A toota 15 tk ja toodet B 20 tk, kasum 125 iihikut.

5.3. Alternatiivsed lahendid

Vaatleme niites 5.3 toodud tootmisplaani ilesannet teistsuguste sihifunktsiooni kordajate korral
(toodete piirkasumid on teistsugused):

P:2x1 +3x2 - max

1. 4x,+2x,<100 kitsendus masintundide kohta
2. 4x,+6x,<180 kitsendus t66j0u kohta
3. x,+x,< 40  kitsendus materjali kohta
4. x,< 20 kitsendus toote A miitigi kohta
5. x,> 10  kitsendus toote B miiligi kohta
x,20, x,20 X,
Joonis 3

Jooniselt 3 on niha, et sihifunktsiooni P joone kalle on vordne t66jou kitsenduse (nr 2) joone
kaldega. Ka matemaatilisest mudelist on ndha, et mdlema joone kalle on —% . Sihifunktsiooni
maksimeerimisel nihkub sihifunktsioonile vastav kriipsjoon noolega ndidatud suunas, kuni iihtib

kitsenduse 2 joonega. Optimaalsed lahendid on kdik 16igul AB asuvatele punktidele vastavad
arvupaarid, millest mdned on toodud alljargnevas tabelis:

Sihifunktsioon Kitsendused
Toote A | Toote B Kasum 1. 2. 3. 4. 5.
kogus kogus masintunnid toojoud materjal toote A miiiik [toote B miiiik >
X X, < 100 < 180 <40 <20 10
15 20 90 100 180 35 15 20
12 22 90 92 180 34 12 22
9 24 90 84 180 33 9 24
6 26 90 76 180 32 6 26
3 28 90 68 180 31 3 28
0 30 90 60 180 30 0 30

Nagu niha, annavad erinevad lahendipaarid tihesuguse sihifunktsiooni védartuse, mis vastab
maksimeerimise tingimusele ning kdigil juhtudel on kitsendused rahuldatud. Selliseid lahendeid
nimetatakse alternatiivseteks lahenditeks.

5.4. Lahendi puudumine

Moningatel juhtudel pole lineaarse planeerimisiilesande korral vdimalik optimaalset lahendit leida.
Seda juhul, kui kas kitsendused pole kooskolas voi siis pole lahend tdkestatud.

I Uurime jargmist kitsenduste siisteemi:
x, +x,<1

x,>2
x,>0
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X, X
X;>2 2
2t | - 12 o - /x122
= = =
; X,20 é
X+ X, <1 = | =
H T IR U
2 X ﬁ?&& 2 X4
Joonis 4 Kitsendused pole kooskdlas,
lahend puudub Joonis 5 Kitsendused on kooskdlas

On selge, et et pole selliseid x, ja x, vddrtusi, mis rahuldaksid toodud siisteemi (vt ka joonis 4). Selle
kohta deldakse, et kitsenduste siisteem on mittekooskdlaline ehk vastuoluline. Pohjuseid voib olla
kaks:

> vale matemaatiline mudel;

> valed ldhteandmed.

IT Olgu meil niitid kitsenduste siisteem kooskdlaline (joonis 5):

X, +x,>1
xlz2
x,>0

Piistitame maksimeerimise iilesande, sihifunktsioon

F=x,+x,~ max

Antud juhul puudub lahend seetdttu, et ei sihifunktsioon ega kitsendused pole tokestatud.Oeldakse
ka, et lahend ei koondu. Kui lahend ei koondu, on pohjuseks matemaatilise mudeli ebakorrektsus.
Selle viltimiseks on vajalik jargida jargmisi reegleid:

1. Maksimeerimisel peab sihifunktsioon olema kitsendustega tdkestatud iilevaltpoolt (joonis 6 ).

2. Minimeerimisel peab sihifunktsioon olema kitsendustega tokestatud altpoolt (joonis 7).

X2 Xy
\ > >
X; Xq
Joonis 6 Maksimeerimine, sihifunktsioon Joonis 7 Minimeerimine, sihifunktsioon
tokestatud iilevaltpoolt tokestatud altpoolt
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5.5. Programmi WinQSB kasutamine lineaarse planeerimise iilesande lahendamiseks

Programm WinQSB vdimaldab lahendada erinevaid kvantitatiivsete meetodite kasutamisega seotud
probleeme ja iilesandeid (lineaarne planeerimine, vorkplaneerimine, varude juhtimimine,
prognoosimine, jarjekorrateooria, projektijuhtimine jpm).

Lineaarse planeerimise mooduli kdivitamiseks tuleb valida Linear and Integer Programming.

Lahendame dra néites 5.3 toodud iilesande, mis eelnevalt oli lahendatud graafiliselt.

Uue probleemiilesande andmete sisestamiseks valida File, New Problem ja sisestada andmed:

Program title probleemi nimetus  Optimaalne tootmisplaan

Number of Variables muutujate arv 2

Number of Constraints kitsenduste arv 3

Objective Criterion sthifunktsiooni maksimeerimine v8i minimeerimine Maximization

Default Variable Type muutujate tiilip, vaikimisi. Tiitip voib olla:
nonnegative continuous mittenegatiivne, pidev
nonnegative integer mittenegatiivne, tdisarv
binary kahendmuutuja (0 voi 1)
Unsigned/unrestricted suvaline reaalarv

LP-ILP Problem Specification x|

Problem Title: |Dptimaalne tootmizplaan |
omber of umbero!
Yariables: Constraints:

" Objective Criterion [ Default Variable Type |

® Maximization ® Nonnegative continuous
) Minimization
! Nonnegative integer

' Data Entry Format [ C Binary [0.1]

(@ Spreadsheet Matrix Form ' Unsigned/unrestricted
) Mormal Model Form

oK | | Cancel Help

Peale valikute tegemist vajutada OK ja avaneb andmete sisestamise vorm. Andmete sisestamiseks
peab olema kéepdrast lilesande matemaatiline piistitus, mille siin uuesti dra toome.

Muutujad: x, toote A kogus nidalas ja x, vastav kogus toote B jaoks.

Sihifunktsioon:
P=3x +4x, -~ max.
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Kitsendused

4x,+2x,<100 kitsendus masintundide kohta.

4x,

+6x,<180 kitsendus t66j0u kohta.

x,< 20 kitsendus toote A miiigi kohta.
x,> 10 kitsendus toote B miiiigi kohta.

1.
2.
3. x, +x,< 40 kitsendus materjali kohta.
4.
5.

Sisestame sihifunktsiooni kordajad, kitsenduste avaldiste kordajad, kitsenduste paremad pooled
(R.H.S. - right hand side) ja lisakitsendused muutujate alumise piiri (LowerBound) ja iilemise piiri

(UpperBound) kohta (kitsendused 4 ja 5):

Variable --> ¥1 | X2 | Direction | R.H.5.
M aximize 3 4

M azintunnid 4 2 = 100
Toojoud 4 6 = 180
M aterjal 1 1 €= 40
LowerB ound ] 10

UpperBound 20 M

YanableType| Continuous Continuous

Kitsendustele nimetuste andmiseks valida meniilist Edit->Constraint Names ja téita dra vastavad

lahtrid

Constraint Names for lII|:|I:in1E|E|In:E
M aterjal |
Onginal Hame |Mew Hame
C1 M azintunnid
cz2 Toojoud
C3 M aterjal
1] 4 Cancel Help

Probleemi lahendamiseks valida mentiiist Solve and Analyze -> Solve the Problem.
Kuvatakse aruanne (report), millelt saab vélja lugeda nii muutujate kui ka sihifunktsiooni vaartused:
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muutujate vidrtused sihifunktsiooni vértus
optimaalse lahendi optimaalse lahendi
korral korral
12:49:56 Tuesday | February [| 22 2005 | |
Decision Solution | Unit Cost or Total Reduced Basiz | Allowable Allowable
Yarnable Walue Profit c[j]  Contributio Cost Statuz | Min_ cj] | Max. clj]
1 =1 15,0000 3.0000 450000 0 basic 2.6667 8.0000
i w2 20,0000 4,0000 £0.0000 0 basic 1.5000 4 5000
: Objective = Function [Max.] = i125,l]l]l]l]|
o Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
_ Constraint Side Direction Side of Surpluz | Price | Min. RH5 Max. RHS
i M azintunmd 1000000 €= 1000000 0 01250 60,0000 113.3333
2| Toojoud @ 1800000 = 1800000 0 0.6250 1400000 2200000
3| Materal 35,0000 €= 40,0000 h.0000 1] 35,0000 M

102

Vastus: Kasumi maksimeerimiseks tuleks toodet A toota 15 tk ja toodet B 20 tk. Vastav kasum 125

uhikut.

Lahendi graafiliseks analiitisimiseks vali Solve and Analyze -> Graphic Method.

5.6. Ressursside kasutamine. Varihind

Aruande alumises osas on toodud informatsioon olemasolevate ressursside kasutamise kohta.

12:49:56 | Tuesday | February | 22 | 2005 | |
Decizion Solution  Unit Cost or Total Reduced Basis | Allowable Allowable
Yariable Yalue Profit cljl | Contribution Cost Statuz | Min. clj)] | Max. clj]
1] 1 15,0000 3.0000 45 0000 1] baszic 26667 8.0000
2 2 20,0000 4. 0000 80,0000 1] baszic 1.5000 4 5000
o Objective = Function [Max.] = 125.0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable Allowable
Constraint Side Direction Side of Surplus . Price Min. BHS Max. BHS
1| Masintunnid (100,000 {= 00,0000 0 01250 (60,0000 1133333
2| Toojoud [180,0000 = 1800000 1] 0.6250 {40,0000 2200000
3| Materjal 35,0000 = 40,0000 h.0000 1] 35.0000 M
ressursi kasutamine ressursi limiit e
(kitsenduse vasak pool) (kitsenduse parem pool ressursi tilejask ressursi varihind

Kontrolliks arvutame vélja resursside kasutamise, kui x, = 15 ja x, = 20:
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1. 4-15+2-20=100 kitsendus masintundide kohta tdidetud tépselt
2. 4-15+6-20=180 kitsendus t66jou kohta tdidetud tédpselt
3. 15+20=35< 40 materjali kulub vihem

Masintunnid ja t66joud on defitsiitsed ressursid (scarce resources): ressursid, mille jaoks on
kitsendused tiidetud tépselt, jadki pole. Selliseid kitsendusi nimetatakse ka seotud kitsendusteks
(binding resources).

Kitsendus materjali kohta on mitteseotud (non-binding). Mitteseotud kitsenduse v3ib probleemist
eemaldada, optimaalne lahend sellega ei muutu.

Uurime, kuidas on voimalik defitsiitsete ressursside koguse suurendamise teel kasumit suurendada.
Selleks suurendame to6tundide arvu 1 vorra, uus kitsendus tootundidele oleks:

2. 4x, +6x,<181

Variable --> ¥1 | %2 | Direction | R.H.5.
Maximize 3 4

Mazintunnid 4 2 = 100
T oojoud 4 [ {= 181
Materjal 1 1 {= 40
LowerBound 1] 10

UpperBound 20 M

YanableType| Continuous Continuous

Leiame WinQSB abil uue optimaalse lahendi. Kasumi uus vairtus on 125,625, eelmise véddrtusega
vorreldes toimus suurenemine 0,625 kr vorra. Uhe to6tunni lisamine vdimaldas suurendada kasumit
0,625 kr. See on to6tunni varihind (shadow price), st maksimaalne hind, mida tootja on ndus
maksma tdiendava ressursiiihiku eest.

Ressursi varihind on tidiendav (varjatud) kasum, mida oleks vdimalik saada vastava
ressursi lihe lisaiihiku kasutamisel

Masintundide varihind on 0,125 kr.

Millistes piirides aga leitud varihinnad kehtivad? Nende méédramiseks on aruande alumises osas kaks
parempoolset veergu: Allowable Min RHS ja Allowable Max RHS

Masintundide jaoks on alumine piir 60. Kui lilesande piistituses votta masintundide kitsenduseks
néiteks 59, on uueks varihinnaks 2 kr .Ulemine piir on masintundide jaoks 113,33.. Kui iilesande
plstituses votta masintundide kitsenduseks nditeks 114, ei ole see ressurss enam defitsiitne.
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5.7. Lahendi stabiilsuse analiiis

Lahendi stabiilsuse analiiiisil uuritakse, kui tundlik on lahend algtingimuste mitmesuguste muutuste
suhtes.

Uurime esialgse probleemi lahendiaruande {ilemist poolt. Viimases kahes veerus on toodud
sthifunktsiooni kordajate alumine ja {ilemine piir, et lahend jadks samaks.

sihifunktsiooni sihifunktsiooni
kordajate lubatud l_éfrday ate h'l'b?tudt
alumised piirid, et emised piirid, e

lahend jddks samaks lahend jéaks samaks

\ |

12:49:56 Tuesday | February 22 | 2005 | |
Decision Solution | Unit Cost or Total Reduced = Basis \Allpwah_le {:Iuwahl_e
VYanable Yalue Profit ¢fj] ' Contribution Cost Statuz | Min_ cfj] ax_c
j x1 15,0000 3.0000 45, 0000 0 basic 2_GEGEY
é ®2 20,0000 4 0000 80,0000 0 basic L 1.5000 4,5I]I]I])
| Objective | Funchion [Max.] = 125.0000
o Left Hand Right Hand Slack Shadow Allowable | Allowable
| Constrant Side Direction Side or Surplus. Prnice | Min. HHS Max. RHS
i Masintunmd 1000000 {= 100.0000 0 01250 600000 @ 113.3333
2| Toojoud | 180.0000 {= 180.0000 0 0.6250 140.0000 2200000
3| Matenal 35,0000 {= 40,0000 5.0000 0 35.0000 M

Kui néiteks esialgses probleemipiistituses suurendame esimese toote piirkasumit, vottes uueks
vaartuseks 7 kr,

Variable --> X1 | X2 | Direction | R.H.S.
M aximize Fi 4

M asintunnid 4 2 {= 100
Toojoud 4 6 = 180
M aterjal 1 1 {= 40
LowerB ound ] 10

UpperBound 20 M

YariableType| Continuousz Continuous

jaab tootmisplaan samaks. Lahendiks on ikka X1= 15 ja X2=20.

Kui aga votta uueks piirkasumiks 8, saame juba uue lahendi, X1=20 ja X2=10.

5.8. Parameetriline analiiiis

Parameetrilise analiiiisi korral uuritakse, kuidas optimaalne lahend sdltub mone kitsenduse parema
poole viirtustest. Selleks lahendatakse tilesanne valitud kitsenduse parema poole erinevate vairtuste
korral. Seda kitsendust nimetatakse siis parameetriks.
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NAIDE 5.4. Tuleb leida tootmisplaan nelja toote tootmiseks. Kasutada on kolme tiiipi ressursid:
t60joud, materjal ja kapital. Toodete piirkasumid ja ressursivajadused on toodud tabelis

Toode 1 | Toode 2 | Toode 3 | Toode 4
Piirkasum 60 kr 70 kr 120 kr 130 kr
Ressurssid
toojoud 1 1 1 1
materjal
kapital 4 6 10 13

Ressursside maksimaalsed kogused

Ressurss Maksimaalne
kogus
toojoud 16
materjal 110
kapital 100

Tuleb leida optimaalne tootmisplaan, mille korral kasum oleks maksimaalne.

Vastus: Tootmisplaan: toodet 1 toota 10 tihikut, toodet 3 toota 6 iihikut. Maksimaalne kasum on
1320.

Jargnevalt uurime, kuidas muutub tootmisplaan finantseerimise muutudes. Selleks viime ldbi
parameetrilise analiiiisi, parameetriks valime kapitali. Solve and Analyze -> Perform Parametric
Analysis.

Parametric Analysis

Analysiz.on Perturbation ¥Yector

Toojoud

! Objective Function .
M aterjal

(® Right Hand Side EKaitaiI

O concel) e opal

Saadud aruanne niitab, kuidas kapitaliressurssi muutes on muutunud kasumi viértus. Lisaks voib
viimasest veerust néha, et kaptaliressurssi suurendades saab tootmisplaani votta ka 4. toote, mis on
kapitalimahukas, aga samas annab tooteiihiku kohta kdige suuremat kasumit.

Parameetrilise analiiiisi tulemust voib illustreerida ka graafiku abil
Results->Graphic Parametric Analysis

Graafikult on ndha, et kapitaliressurssi suurendades suureneb maksimaalne voimalik kasum.
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Graphic Parametric Analysis for Parameetriline analuis

2288.00

2053.20+

1830.40+

1 60160+

1372804

114400+

915,201

EBE.40 1

457 60

228,801

Optimal Objective Function Value

- 1011

0.0a o491 1 Ué,82 1 BJ,H

21 é,BS

274,56

5.9. Kahendmuutujate kasutamine

Kahendmuutujad (binary) on muutujad, mis vdivad omada vaid kahte vdirtust: 0 vai 1.

NAIDE 5.5. Projektide valik
On vdimalik valida viie pikaajalise investeerimisprojekti vahel, kdigi finantseerimine kestab viis

aastat. Projektide finantseerimisvajadused aastate kaupa on toodud tabelis. Lisaks on teada, kui suur
on iga projekti pealt saadava tulu olevikuvéértus (NPV- Net Present Value). Leida selline projektide
kombinatsioon, mille korral summaarne tulu olevikuvaartus on maksimaalne, arvestades
olemasolevat kapitaliressurssi igal aastal.

Projekt 1 2 3 4 5 6
NPV 141 187 121 83 265 127
Pojektide kapitalivajadus aastate kaupa Kapitaliressurss

1. aasta 75 90 60 30 100 50 250
2. aasta 25 35 15 20 25 20 75
3. aasta 20 0 15 10 20 10 50
4. aasta 15 0 15 5 20 30 50
5. aasta 10 30 15 5 20 40 50

Projektile numbriga i vastab kahendmuutuja x,. Kui lahendamisel saadakse, et x; = 0, siis seda
projekti ei valita, kui x=1, siis valitakse.
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Variable --> X1 X2 X3 X4 X5 | X6 [ Direction | R.H. 5.
M aximize 141 187 121 .................. 33 265 127

C1 7h 90 60 30 100 50 €= 250
cCz2 25 35 15 20 25 20 €= 75
C3 20 0 15 10 20 10 €= 50
C4 15 0 15 5 20 30 {= h0
Ch 10 30 15 5 20 40 {= 50
LowerBound 1] 0 1] ] ] ]

UpperBound 1 1 1 1 1 1

YanableType Binary Binary  Binary Binary  Binary Binary

Probleemi lahendamine annab tulemuseks, et tuleb valida 1., 4. ja 5. projekt ning tulu olevikuvdirtus
on sellisel juhul 489 tihikut.

5.10. Diinaamiline planeerimine

Tootmise diinaamiline planeerimine vdimaldab erinevate toodete tootmist planeerida teatud
ajaperioodideks (nddalad, kuud) minimaalsete kuludega. Tootmisjuht peab dra mddrama iga toote
tootmismahu vastavateks perioodideks, kusjuures lisanduvad jargmised kitsendused:

> noudluse rahuldamine;

> piirangud tootmismahule;
> t60jou ressursi olemasolu;
> laopinna ressursi olemasolu.

Nii ndudlus kui ka muud kitsendused vdivad olla erinevad igal ajaprioodil (nddalas, kuus).

NAIDE 5.6.

Bollinger Eletronic Company tarnib lennukimootrite tootjale kaht detaili 322A ja 802B. Igaks
kvartaliks esitab mootorite tootja Bollingeri miiligiosakonnale tellimuse, kus on dra ndidatud
detailide vajadus kuude kaupa. Teiseks kvartaliks esitatud tellimisplaan oli jirgmine:

Detail Aprill Marts Juuni
322A 1000 3000 5000
802B 1000 500 3000

Miiiligiosakonnast saadetakse tellimus tootmisosakonda ning tootmisjuht peab koostama vastava
tootmisplaani. Arvestada tuleb jargmiste kulutustega:

> tootmiskulud;
> sailituskulud;
> tootmismahu muutmise kulud ehk seadistuskulud.

Detailide tootmiskulud iithiku kohta on konstantsed: detaili 322A jaoks 200 kr tihiku kohta ja detaili
802B totmiskulud on 100 kr ithiku kohta. Téhistame detaili 322A tootmismahtu kvartali esimesel
kuul x,,, teisel kuul x,, jne ning detaili 802B toomismahtu vastavalt x;,, x,, .... Summaarne

toomiskulu 7C, on sellisel juhul
TC,=200x,, +200x ,, +200x ,; + 100x, + 100x 5, + 100x ,
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Séiltuskulude kohta on teada, et kuus moodustavad need 2% tootmiskuludest. Seega detaili 322A
jaoks on 4 kr tihiku kohta kuus ja detaili 802B jaoks 2 kr kuus. Siilituskulude arvutamisel eeldatakse,
et kuu keskmine laovaru on ligikaudu vordne laovaruga kuu Iopus.

Tahistame detaili 322 A laovaru kvartali esimesel kuu 16pus L, ,, teisel kuu 16pus L ,, jne ning detaili
802B varusid vastavalt Ly, Lg,, .... Summaarne séilituskulu 7C; on sellisel juhul

TCS:4LA1 +4LA2+4LA3+2LBJ +2L32+2LB3

Tootmismahu muutmine nduab iga kuu tdiendavaid kulutusi, mis on tingitud t66jou litkumisest,
tooseisakutest, tootmisliinide iimberseadistamisest jms. Analiilis on ndidanud, et tootmismahu
suurendamine nduab iga ithiku kohta 5 kr lisakulu ja vdhendamine 2 kr.

Et leida tootmismahu muutmisest tingitud kulusid, toome sisse uued muutujad:

S,, — summaarse tootmismahu suurendamine m-ndal kuul vorreldes eelmise kuuga;
V,, — summaarse tootmismahu vihendamine m-ndal kuul vorreldes eelmise kuuga.
Tootmismahu muutmisest tingitud kogukulud on siis

TC, =58, +58,+585,+2V, +2V, +2V,

Kogukulu on niitid
rc=1C,+1C_+7TC,

Jargnevalt vaatleme kitsendusi.

I Esiteks peab garanteerima tellimuse tditmise. Iga kuu tellimust on voimalik tiita kas sellel
kuul toodetud detailide voi eelmistel kuudel ladustatud detailide tarnimisel:

selle kuu tootmismaht + laovaru eelmise kuu 10pus - laovaru selle kuu 16pus = selle kuu noudlus

Eelmise kvartali 10pu seisuga oli laos 500 detaili 322A ja 200 detaili 802B. Arvestades eespool
toodud ndudlust, saadakse jargmised kitsendused:

x,,+500-L,,=1000

xp, +200-L,, =1000

x,+L,, -L,,=3000
Xpy* L~ Ly, =800

x,3+L,,-L,;=5000

Xp3+Lg, Ly =3000

1. kuu

2. kuu

A3

3. kuu

B3

II Kvartali 16pus peab lattu jidma vihemalt 400 detaili 322A ja 200 detaili 802B. Siit jargmised
kitsendused

L ,;>400

Lp,>200
III  Lisaks on olemas informatsioon masinaaja, tdojouressursi ja laopinna kohta. Resursside
olemasolu on toodud alljargnevas tabelis:

Kuu Masinaaeg (tundi) [ T66j0u (tundi) Laopind (m?)
Aprill 400 300 10000

Mai 500 300 10000
Juuni 600 300 10000
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Ressursside vajadus erinevate detailide tootmisel:

Detail Masinaaeg (min T66jdud (min Laopind (m?
iihiku kohta) iihiku kohta ) iihiku kohta)

322A 6 3 2

802B 5 4 3

Nende tabelite alusel on koostatud jargmised kitsendused:
Masinaaeg (minutites)
1. kuu 6x,, +5x,,<24000

2.kuu 6x ,,+5x,,<30000
3.kuu 6x ; +5x,,<36000

T606j6ud (min)
1. kuu 3x,, +4x,,<18000
2. kuu 3x,,+4x,,<18000

3. kuu 3x,;+4x,,<18000

Laopind (m?)
l.kau 2L, +3L

2. kuu 2L ,,+3L
3.kuu 2L ,+3L

< 10000

Bl —

< 10000

B2~

< 10000

B3~

IV Lopuks tuleb lisada kitsendused, mis garanteerivad, et S,, ja V,, oleksid vastavalt kuu tootmismahu
suurenemine ja vahenemine:

selle kuu kogutoodang - eelmise kuu kogutoodang = tootmismahu suurenemine - tootmismahu
vihenemine

(xAm +me)_(xAm71 +me,1) :Sm B Vm

Eelmise kvartali viimase kuu tootmismahud olid 1500 tk detaili 322A ja 1000 tk detaili 802B, mis
teeb summarseks tootmismahuks 2500 tk. Vastavad kitsendused:

1. kuu (x,, +x5,)-2500=S, -V,
2. kuu (x,,+x5,)-(x,;+x5,)=S,-V,

3.kuu (x5 +xp;)-(x,,+xp,)=8;-V,

Esitame niitid matemaatilise mudeli kokkuvotlikult, kusjuures teisendame kitsendusi nii, et
tundmatud oleksid koikjal vasakul pool ja vabaliikmed paremal pool.

Sihifunktsioon TC=200x,,+200x ,, +200x ,; +100x,, + 100x 5, + 100x ,,+
+4L ,,+4L ,+4L  +2L, + 2L, +2L 0 +
+58, +58, +58, + 2V, + 2V, + 2V -min
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Kitsendused
I grupp: ndudluse rahuldamine
x,,—-L,, =500
1. kuu x;lj —LZ; ~300
2 luw x,+L,, -L,,=3000
Xpgy+ Ly —Lg,=800
3. x,;+L,-L,;=5000
Xp3+ L, =Ly =3000

11 grupp: laoseis kvartali 16pus
L ,,>400
L,,>200

111 grupp: ressursside kasutamine
Masinaaeg
1. kuu 6x,, +5x,,<24000

2. kuu 6x,+5x,,<30000
3.kuu 6x;+5x,,<36000

To6joud

1. kuu
2. kuu
3. kuu

Laopind
1. kuu

2. kuu
3. kuu

3x,, +4x,, < 18000
3x ,, +4x,, < 18000
3x ,; +4x 4, < 18000

5, < 10000

< 10000

B2~

< 10000

B3~

2L,,+3L
2L ,,+3L
2L ,,+3L

1V grupp: toomismahu muutus
l.kuu x,, +x,, -8, +V,;=2500

2.kuu x,,-x,, +xp,—xp, 8,4V, =0

3.kuu x5 -x X=X, — S+ V=0

Mittenegatiivsus

Xy Xpin Ly L,

S, V,20 , tiisarvud

110

Kahe toote tootmisplaan 3 kuu peale on lahendatav lineaarse planeerimise iilesandega, milles on 18
muutujat ja 20 kitsendust.

Mudeli koostamisele jargneb andmete sisestamine vastavasse programmi ja optimaalse lahendi
leidmine. Peale lahendamist saame, et minimaalseks kuluks tuleb 2 286 400 kr.

Diinaamilise planeerimise lilesanne 100 toote jaoks 12 kuu peale sisaldab iile 2400 muutuja.
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6. Eesmarkplaneerimine

Uhe parameetriga optimeerimisiileannete korral tuli optimeerida iihte suurust. Niteks tootmisplaani
korral maksimeerida kasumit voi minimeerida kulusid. Tihti on aga optimaalse lahenduse leidmisel
vaja arvestada mitmete eesmirkidega korraga. Sellist iilesannet nimetatakse mitme parameetriga
optimeerimisiilesandeks voi ka eesmirkplaneerimiseks (goal/ programming). Tuleb leida
kompromiss erinevate eesmirkide vahel. Niiteks lisaks kasumi maksimeerimisele soovitakse
minimeerida t66jou voi materjali kasutamist. Vaartpaberiportfelli koostamise korral on eesmérkideks
nii tulumééra maksimeerimine kui riski minimeerimine.

6.1 Uldistatud sihifunktsioon

Mitme parameetriga optimeerimisiilesande lahendamiseks kasutatakse iildistatud sihifunktsiooni,
mis saadakse iiksikute sihifunktsioonide kombineerimisel.

Olgu meil tootmisplaani iilesanne, kus on kaks erinevat eesmairki, nditeks kasumi maksimeerimine ja
samal ajal kapitaliressursi minimeerimine (vt Exceli fail yldsihifn.xls).

1. etapp. Lahendatakse lineaarse planeerimise lilesanne iga sihifunktsiooni jaoks eraldi. St leitakse
optimaalne tootmisplaan kasumi maksimeerimisel ja vastav maksimaalne kasum P™, arvestades
etteantud kitsendusi. Seejirel voetakse teine eesmark, kapitaliressursi minimeerimine, ja leitakse
uuesti optimaalne tootmisplaan ning vastav minimaalne kapital K™,

2. etapp. Piistitatud eesmarkidele omistatakse kaalud o, ja oy, nii et a, +o,= 1. Kui mdlemad
eesmdrgid on iihesuguse kaaluga, siis on kaalud 0,=0,5 ja a,= 0,5. Kui nditeks kasumi
maksimeerimine on kolm korda tihtsam, siis a,=0,75 ja o,= 0,25.

3. etapp. Moodustatakse {ildistatud sihifunktsioon kujul

F P K

=a -
yld P Pmax KKmin

4. etapp. Leitakse tootmisplaan iildistatud sihifunktsiooni maksimeerimisel.

Exceli failis yldsihifn.xls lehel 1 toodud néites saadi maksimaalseks kasumiks P™=1290 ja
kapitaliressursi minimeerimisel K™"=33. Kasumi maksimeerimine on kolma korda téhtsam, kui
kapitaliressursi minimeerimine, jarelikult o,=0,75 ja o,= 0,25 ning iildistatud sihifunktsioon on

Fo-0275- L _025- K

vid 1290 33

Uldistatud sihifunktsiooni maksimeerimisel saadi, et kolme toote tootmismahud on vdrdsed alumise
piiriga ja kasumi maksimeerimiseks toodetakse rohkem vaid toodet 1 (13 tk), mille kapitalivajadus
on koige vdiksem.

Olgu meil M erinevat sihifunktsiooni F,’, mida tuleb maksimeerida. Nende maksimeerimisel on
saadud védarused F;™ . Samuti on leitud vastavad kaalud a,,.

Lisaks on N erinevat sihifunktsiooni /;, mida tuleb minimeerida. Nende minimeerimisel on saadud
viirused F,™" ning on leitud ka nende kaalud o,. Uldistatud sihifunktsioon, mida tuleb maksimeerida,
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on siis

- max

Viirtusi ™ ja F,"™" nimetatakse ka vastavate sihifunktsioonide normeeritud véirtuseks.

Kui eesmirgiks on koikide resursside maksimaalne drakasutamine, st kdikide eesmérkide korral on
tegemist maksimeerimimisega, saab iildistatud sihifunktsiooni kirja panna kujul:

Yk
Fyld:Z 0 - max

kus y, on drakasutatud resurss ja y, "™ selle maksimaalne vaartus (vt Exceli fail yldsihifn.xls 1k 2).

Uldistatud sihifunktsiooni saab edukalt kasutada finantside jaotamisel erinevate objektide voi
kuluartiklite vahel mingiteks ajaperioodideks. Naiteks eelarve planeerimisel (vt Exceli fail
vldsihifn.xls 1k 3).

6.2 Kaalude méidramine

Mitme eesmérgiga iilesande korral on oluliseks iga liksiku eemirgi tdhtsuse hindamine.
Matemaatiliselt
véljendatakse seda vastava sihifunktsiooni kaaluga, kusjuures kaalude summa peab olema iiks

N
Zal:l
i-1

Kaalude méédramise iiheks meetodiks on eksperthinnanguid. Eksperthinnangute saamiseks
kasutatakse mitmete spetsialistide ehk ekspertide hinnanguid, mis on viljendatud jérjestuskaalas.
Kaalude médramiseks kasutatakse mitmeid erinevaid meetodeid.

1. Kaalude vahetu médramine. Vt ndide failis eksperthinnangud.xls, 1k.1

Vahetu méidramise korral iga ekspert méiérab dra, millise kaaluga iiks vdi teine eesmérk on. Kui
meil on N eesmaérki ja M eksperti, siis iga eksperdi poolt madratud kaalude summa peab olema iiks:

N
Yoo, =1, k=1,2,..M
i=1

Seejérel leitakse iga i-nda eesmadrgi jaoks selle keskmine kaal (aritmeetiline keskmine):

o=

1
T a
Mz

Mx<

ik

—_

Eksperthinnagute kooskdla hindamiseks kasutatakse variatsioonikoefitsienti. Kui mdne objekti suhtes
on hinnangute varieerumine suur, tuleb ekspertidega tdiendavalt nou pidada ja siis viia ldbi uus
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eksperthinnang. Variatsioonikoefitsiendid peaksid olema < 25%.

Selle meetodi puuduseks on, et iga ekpert peab pakkuma kaalud nii, et summa oleks 1. Praktika
nditab, et selle kriteeriumi jargimine muutub raskeks, kui eesmarkide arv N>3.

2. Eesmirkide tdahtsuse hindamine jirjestuskaalas. Vt ndide failis eksperthinnangud.xls, 1k.2
Antud meetodi korral annab iga ekspert igale eesmérgile hinnangu néiteks 10 pallises skaalas. Iga
eksperdi poolt antud pallid summeeritakse ja antud eksperdi poolt méddratud kaal konkreetsele
eesmirgile leitakse suhtena tema poolt antud summaarsest pallide arvust:

Hy

N
>,

Oy

kus Hik on k -nda eksperdi poolt i-ndale eesmirgile antud hinne pallides. Ka sellel meetodi korral on
suure arvu eesmarkide korral raske hindeid anda.

3. Paarikaupa vordlemine jarjestikskaalas. Vt ndide failis eksperthinnangud.xls, 1k.3.
Paarikaupa vordlemisel vorreldakse koiki parameetreid omavahel paarikaupa ja hinnatakse néditeks
suhtelist paremust. Soovitatakse kasutada jargmist jérjestuskaalat

Vorreldamatult parem 4
Oluliselt parem 3
Veidi parem

Erinevus puudub 1

Iga eksperdi jaoks koostatakse vordlusmaatriks, mille alusel leitakse kaaulud. Lopuks leitakse
koikide parameetrite kaalude aritmeetilised keskmised.

Naiteks paluti ekspertidel vorrelda erinevate automarkide turvalisust. Eksperdi 1 arvates on BMW
veidi parem kui Honda ja oluliselt parem kui Fiat, Honda oluliselt parem kui Fiat. Mercedes on
veidi parem kui BMW ja Honda ning oluliselt parem kui Fiat. Hindamisel tditis ekspert dra vastava
vordlusmaatriksi:

Ekspert 1
BMW Honda Fiat Mercedes
BMW 1 2 3
Honda 1 3
Fiat 1
Mercedes 2 2 3 | 1

Tiihjaks jéetud lahtritesse leitakse vastavad poordvaartused, seejdrel leitakse summa iga rea jaoks
ning summa kokku. Kaal on summa vastaval real jagatud kogusummaga. Nditeks BMW kaal tuleb

6,5 _ 0.3
21,5
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BMW Honda Fiat Mercedes | KOKKU Kaal
BMW 1 3 172 6,5 0,30
Honda 1/2 1 1/2 5 0,23
Fiat 1/3 1/3 1 1/3 2 0,09
Mercedes 2 2 3 1 8 0,37
KOKKU 21,5 1,0

4. Paarikaupa vordlemine kahepallisiisteemis. Vt nidide failis eksperthinnangud.xls, 1k. 4
Vorreldakse koiki parameetreid omavahel paarikaupa ja hinnatakse, kumb on tdhtsam. Jargnevalt
loetakse kokku, mitmel korral iga parameeter oli tdhtsam ja jagatakse vordluste arvuga. Nii saadakse
kaal vastava parameetri jaoks.

7. Vorkplaneerimine
7.1 Pohimdisted

Vorkplaneerimine (network modeling) on iiks lineaarse planeerimise
erijuhte, kus tlilesande formuleerimisel ja lahendamisel kasutatakse A
vorkgraafikuid. Seda meetodit kasutatakse edukalt mitmesuguste

logistiliste probleemide lahendamisel, samuti projektijuhtimisel.

(®)

Vorkgraafik koosneb sdlmedest (node) ja neid ihendavatest joontest e e
ehk kaartest (arc). SGlmed tdhistatakse kas tdhtede voi numbritega. Iga

solme vodib iseloomustada mingi parameeter, transpordiiilesande korral
néiteks kauba pakkumine voi ndudlus. Iga kaart iseloomustab samuti
mingi parameeter, nditeks teepikkus, aeg, kulud.

Joonis 1 Vorkgraafik

Vorkplaneerimise kasutamise eelised:

1. Lahendamise kiirus. Vorkplaneerimisel kasutatakse optimaalse lahendi leidmisel spetsiaalseid
meetodeid, mis todtavad oluliselt kiiremini kui tavalised lineaarse planeerimise meetodid. See
voimaldab vorkplaneerimist kasutada otsuste vastuvotmisel reaalajas.

2. Formuleerimise lihtsus. Ulesande formuleerimine on lihtsam, ei kasutata selliseid lineaarse
planeerimise mdisteid nagu sihifunktsioon, kitsendused.

Kuid vorkplaneerimine ei voimalda lahendada koiki lineaarse planeerimise iilesandeid. Moningad
iilesannete tiilibid, kus on voimalik kasutada vorkplaneerimist:

transpordiiilesanne (transportation problem);

jaotusprobleem (assignment problem);

liihima tee probleem (shortest path problem);

minimaalse iithenduse probleem (minimal spanning tree);

maksimaalse voo probleem (maximal flow problem);

reisiva miiligimehe probleem (traveling salesman problem);

iildine voo probleem (network flow (Transshipment) problem)

vV vV v vV v v VY

7.2 Transporditilesanne

Transpordiiilesande korral on vaja erinevatelt kauba pakkujatelt toimetada kaup erinevate tellijateni
minimaalsete kuludega. Kinnine transpordiiilesanne - kauba kogupakkumine on vordne
kogundudlusega.
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foshil 1

Atlanta

500

Joonis 2 Transpordiiilesande piistitus vorkgraafikuna

NAIDE 7.1.

Mooblifirmal CPM on kaks tootmisiiksust Nashvilles ja Atlantas ning kolm poodi New Yorgis,
Miamis ja Dallases. Nashville tehase tootmisvoimsus on 300 ithikut, Atlantas asuva tehase
tootmisvoimsus on 500 iihikut. Noudlus New Yorgis, Miamis ja Dallases on vastavalt 150, 300 ja

350 tihikut. Transpordikulud {ihiku kohta on toodud alljargnevas tabelis:

New York

Miami

Dallas

Nashville

10

12

8

Atlanta

7

10

14

115

Firma peab otsustama, kui palju tooteid saata Nashvillest ja Atlantast igasse poodi, nii et kogukulud
on minimaalsed. Ulesande piistitus vorkgraafikuna on toodud joonisel 2. S8lmedes on toodud kauba
pakkumine ja vajadus, noolte juures on transpordikulud.

Ulesande lahendus on toodud joonisel 3, kus nooltele on mirgitud, kui palju kaupa tuleb igas suunas

toimetada. Nashvillest tuleb kogu toodang, 300 iihikut, saata Dallasesse. Atlantast tuleb saata
Dallasesse puudujdédv osa, 50 tihikut, ning iilejddnud New Yorki ja Miamisse. Kogukulud 7150

tihikut.

Joonis 3 Transpordiiilesanne, lahendus
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7.3 Jaotusprobleem

Jaotusprobleem on transpordiiilesande erijuht, kus igal pakkujal on 1 iihik kaupa ja igal tellija
vajadus on 1 iihik. Ulesande lahendamise kiigus leitakse igale tellijale iiks konkreetne pakkuja, nii et
kogukulu (aeg, teepikkus) oleks minimaalne. Jaotusprobleemi saab kasutada ka nditeks tooiilesannete
jaotamisel.

NAIDE 7.2.

Ettevottes tootab kolm tdolist Paul, Tim ja Janet, kes tegelevad tootedisainiga. Paulil v3tab tooli
disainimine aega 4 pdeva, laua disainimine 4 pdeva ja riiuli disainimine 3 péeva. Timil votab laua,
tooli ja rituli disainimine aega vastavalt 8, 7 ja 6 pdeva ning Janetil 2, 3 ja 1 pdev.

Ettevotte omanikud soovivad turule tuua uut lauda, uut tooli ja uut riiulit minimaalse t66joukuluga.
Kes peaks disainima tooli, kes lauda ja kes riiulit?

7.4 Lithima tee probleem

Liihima tee probleemi korral tuleb leida lithim tee kahe sdlme vahel. Tegemist on tiitipilise marsruudi
planeerimise lilesandega, mida tdnapéeval tdnu digitaalsete kaartide ja GPS arenguga kasutatakse
véga tihti. On olemas mitmesugust spetsiaalset tarkvara nii professionaalseks kasutamiseks
(veoteenuseid osutavad firmad, kullerteenistus, kiirabi ja politsei) kui ka autoturistidele.

NAIDE 7.3.
Joonisel 4 on toodud vorkgraafik, kus nooltele lisatud arvud viljendavad teepikkust kahe sdlme
vahel. Tuleb leida liihim tee solmest 1 sdlme 10.

H Model0

Joonis 4 Lithima tee probleem

Probleemi lahendus on toodud joonisel 5. Lithim tee punktist 1 punkti 10 on 29 iihikut. Lisaks on
toodud lithimad teed sdlmest 1 iilejadnud sdlmedeni.
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10

3

E

Mode1d
29

Moded g

N

Joonis 5 Lithima tee probleem, lahendus

7.5 Minimaalse ithenduse probleem

Minimaalse iithenduse probleemi korral tuleb ithendada kdik sdlmed, nii et ithenduste kogupikkus on
minimaalne. Nditeks torustike rajamine, kaabli panek jms.

Lihtsamate probleemide lahendamiseks voib kasutada jargmist algoritmi:

1. Alustada suvalisest sOlmest ja ihendada see kdige ldhema sdlmega. Niilid on kaks sdlme seotud.
2. Leida jargmine sdlm, mis on kdige ldhemal {ikskdik kummale juba seotud sdlmele ja siduda see.
3. Jatkata, kuni koik solmed on omavahel seotud.

NAIDE 7.4.
Lahendame minimaalse tihenduse probleem joonisel 6 toodud vorkgraafiku jaoks.Alustame sdlmest 1

ja leiame sellele kdige lihemal asuva sdlme, milleks on sdlm 2. Uhendame need (joonis 7). Niiiid
otsime jargmist solme, mis on kdige ldhemal kas sdlmele 1 voi 2. Selleks on s6lm 4. Niimoodi
jétkates jouame lahenduseni, mis on toodud joonisel 8. Minimaalne teepikkus on 110 tihikut.

Joonis 6 Minimaalse ithenduse probleem Joonis 7 Minimaalse ithenduse probleem, samm 1
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Joonis 9 Minimaalse iihenduse probleem, samm 2 Joonis 8 Minimaalse ithenduse probleem, lahendus

7.6 Maksimaalse voo probleem

Olgu meil vaja punktist A punkti B toimetada teatud ressurssi. Niiteks vett (veetorustiku rajamine),
kaupa, (kasutades olemasolevaid raudteid) voi suunata liiklusvoogusid. Sellisel juhul maksimaalne
resursi voog punktis A punkti B sdltub iiksikute vaheliilide (torustikud, elektriliinid, raudteesdlmed)
maksimaalsest ldbilaskevoimest. Vt nditeks skeemi joonisel 10, kus sdlmest 1 (allikas) tuleb midagi
toimetada sihtkohta (8).

SoImi ithendavatel joontel on toodud maksimaalsed voimalikud vood. Tegemist vdib olla nditeks
litklusvoo planeerimisega, kui kiirtee 14bib linna. Joontele vastavad sellisel juhul tdnavad, sGlmedele
ristmikud ning lisatud numbrid on néiteks tédnava ldbilaskevoime (tuhat autot tunnis). Kui suur on
selle vorgustiku maksimaalne lébilaskevdime?

1 alikas 1

Joonis 10 Maksimaalse voo probleem

Probleemi lahendamine (vt joonist 11) annab maksimaalseks ldbilaskevdimeks 7 iihikut.
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1 allikcas |2

Joonis 11 Maksimaalse voo probleem, lahendus.

7.7 Reisiva miuiigiagendi probleem

Reisiva miiiigiagendi probleemi korral tuleb alustada iithest sdlmest (ldhtekohast), l1dbida kdik sdlmed
ning jouda Idpuks l&dhtekohta tagasi. Marsruut tuleb valida selline, et koguteepikkus oleks
minimaalne.

NAIDE 7.5.

Firmal on miiligiagendid, kes reisivad peakontori, Nahsvilles ja Atlantas asuvate tehaste ning New
Yorgis, Dallases ja Miamis asuvate poodide vahel. Miiligiagendi reis algab alati peakorterist, ta peab
labima koik linnad ja joudma peakorterisse tagasi. Tuleb leida selline marsruut, mille korral kogu
labitud teepikkus on minimaalne. Linnade vahekaugused on toodud joonisel 12.

Joonis 12 Reisiva miiligiagendi probleem
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Joonis 13 Reisiva miiligiagendi probleem, lahendus

Lahendus on toodud joonisel 13. Peakorterist tuleb sdita Nashville, siis Dallasesse jne

7.8 Voo probleem

NAIDE 7.6.

Firma tegeleb veokite rentimisega viies erinevas linnas. Viimaste kuude jooksul on selgunud, et
linnades A, C ja E jiib iile vastavalt 17, 8 ja 4 veokit. Samal ajal linnas B jddb puudu 13 ning linnas
D 16 veokit. Veokid tuleb linnade vahel iimber jaotada, see nduab aga lisakulusid. Kulud veoki
transportimisel ithes linnast teise on toodud vastaval vorkgraafikul (joonis 14). Pane téhele, et
transpordikulud iihes ja teises suunas pruugi olla iihesugused. Linnast A linna B on 30 kr, linnast B
linna A aga 40 kr.

Joonis 14 Veokite rentimine, voo probleem
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Joonis 15 Veokite rentimine, lahendus

Lahendus annab, et linnast A tuleb 17 veokit suunata linna B ja sealt edasi 4 veokit linna D (joonis
15). Linnadest C ja E tuleb iile jddvad veokid suunata linna D. Kogukulud 1670 tihikut.

8. Tohususanaliiiis
8.1 Sissejuhatus

Tdhususanaliiiisile (ingl k Data Envelopment Analysis ehk DEA) pandi alus 1978.a. Seda kasutatakse
erinevate ettevotetete voi lihe ettevotte erinevate iiksuste vordlemiseks ja suhtelise efektiivsuse ehk
tohususe (joudluse) analiilisimiseks. Eriti otstarbekas on antud analiiiisi rakendamine avalikus
sektoris, kus pole voimalik votta kriteeriumiks kasumit. Néiteks haiglad, koolid, politseijaoskonnad,
tolliinspektuurid, armeestruktuurid. Aga tihti ka kasumit tootvates ettevotetes, sest kasumi ja kulude
analiilisimine pruugi anda piisavalt informatsiooni tegevuse parandamiseks.

Tihti kasutatakse uuritavate iiksuste tdhistamiseks lithendit DMU (decision making unit — otsustus-
iiksus). Uksuste tegevuseks on vajalikud mitmesugused sisendid (inpuf): tddtajate arv, kasutatav
pind, planeeritud t66joukulud, turunduskulud, mitmesugused tdovahendid. Sisendid vdivad olla
kontrollitavad voi kontrollimatud. Néiteks kasutatav pind voib olla kontrollimatu sisend, sest see on
rendilepinguga pikaajaliselt paika pandud ja seda on raske suuredada voi vihendada. Viéljunditeks
(output) voivad olla kasum, turuosa, kasvutempo, mitmesuguste konkreetsete teenuste voi kaupade
mahud v0i erinevate teenuste osutamisel saadud tulu.

8.2 Uks sisend, iiks viljund

Olgu meil neli panka. Kdikide pankade jaoks on antud {iks véljund — eraisikute iilekanded ja tliks
sisend — tootajate arv. Pankade tdhususe vordlemiseks leitakse iilekannete arv iihe to6taja kohta.

Eraisikute Tootajate arv | Eraisikute tilekanded
iilekanded (tuh.) ithe tootaja kohta, tuh.
Pank A 125 18 6,94
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Pank B 44 16 2,75
Pank C 80 17 4,71
Pank D 23 11 2,09

Pangal A on tdhususe néitaja kdige korgem, 6,94 iilekannet iihe to6taja kohta. See pank to6tab kodige
tohusamalt. Vordleme teisi pankasid pangaga A ja leiame nende suhtelise tShususe (relative
efficiency) panga A suhtes.

Suhteline tohusus
Pank A 100%
Pank B 2,75 —40%
6,94
Pank C 4,71 _ 68%
6,94
Pank D 2,09 _ 30%
6,94

Kuna teiste pankade tohusus on madalam panga A omast, vOib panga A niitajat seada teistele
eesmargiks. Eesmirgi realiseerimise teid voib olla kaks:

> toodelda sama palju iilekandeid vdiksema arvu totajatega (sisendi minimeerimine) voi

> suurendada iilekannete arvu sama to6tajaskonnaga (viljundi maksimeerimine).

Niiteks panga D korral voiks to6tajate arv olla =3 vdi peaks iilekannete arv olema 76. V3ib kasutada
ka mdlema eesmérgi kombineerimist (vihendada nii to6tajate arvu kui suurendada iilekannete arvu).

8.3 Uks sisend, kaks viljundit

Tavaliselt on sisendeid ja vdljundeid mitu. Olgu pankade korral teiseks véljundiks ettevotete
iilekannete arv.

Eraisikute Ettevotete Tootajate | Eraisikute Ettevdtete

tilekanded tilekanded arv tilekanded iihe ilekanded iihe

(tuh.) (tuh.) tootaja kohta, tuh. | todtaja kohta, tuh
Pank A 125 50 18 6,94 2,78
Pank B 44 20 16 2,75 1,25
Pank C 80 55 17 4,71 3,24
Pank D 23 12 11 2,09 1,09

Kui pangal A on kdige rohkem eraisikute iilekandeid to6taja kohta, siis pangal C on ettevitete
tilekandeid iihe tootaja kohta kdige rohkem. Kuidas anda niiiid tilevaatlikku pilti pankade suhtelisest
tohususest? Niiteks pank B on pangast D eraisikute iilekannete alal 1,32 korda efektiivsem, aga
ettevotete lilekannete vallas 1,15 korda efektiivsem.

Uks vdimalus iilevaatliku pildi saamiseks iihe sisendi ja kahe viljundi korral on diagramm. Uhele
teljele kantakse tliks viljund, teisele teine ning koik liksused kantakse diagrammile punktidena.
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>
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= tGhusususraja
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Eraisikute iilekanded tootaja kohta,
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|
[
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o
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Ettevdtete tilekanded t66taja kohta, tuh

o
-

Joonis 16 Tohusususraja

Pank A ja pank C, mis on kummagi viljundi jaoks eraldi vdetuna tdhusamad, miédravad &ra
tohususraja (efficient frontier). Ulejiinud pangad jiivad selle rajaga piiratud ala sisse. Tohususraja
nditab dra suurima voimaliku tohususe (véljund sisendi {ihiku kohta) ning on eesmirgiks neile
tiksustele, mis asuvad seespool. Matemaatiliselt on tShususraja kumer méhisjoon ehk kate, mis

timbritseb koiki liksusi. Siit ka inglisekeelne nimetus data envelopment analysis (envelope - iimbris,
kate).

Tdhususrajal asuvate iiksuste tdhusus on 100%. See ei tdhenda, et nad pohimotteliselt ei voiks
tootada tohusamalt. Kuid toetudes olemasolevatele andmetele, ei saa seda nduda.

8-
7 A

hta, tuh
N W b »
! ! ! ! !

-_—

Eraisikute iilekanded tootaja ki

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Ettevdtete iilekanded t66taja kohta, tuh

Joonis 17 Virtuaalne pank V tohusususrajal
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Nii panga B kui ka panga D tohusus on vdiksem kui 100%. Aga kui palju? Uurime niiteks panka D.

Selles pangas on eraisikute ja ettevotete iilekannete suhtarv 2—; = 1,92. Ldik ODV joonisel 17 esitab

koikvoimalikke panku, millle see suhe oleks samasugune (sirgldoigu ODV tdus on 1,92). Siilitades
sama suhet, on pangal D voimalik jouda tdhususraja punkti V. See on selle panga jaoks parim
tulemus, siis oleks tohusus 100%. Panka D vorreldakse virtuaalse pangaga V, millel on viljundite

suhe samasugune ja mis asub tdhususrajal. Sellega vorreldes on panga D tdhusus 36,2% (16ik OD on
36,2% loigust OV).

8.4 Eesmirgid

Seame pangale D eesmirgiks suurendada viljundeid (lilekannete arvu) sama sisendi (t66tajate arvu)
juures. See on viljundite maksimeerimine.

Virtuaalne pank V on pangast D 2,76 korda parem (16ik OV on 1digust OD 2,76 korda pikem).
Eraisikute tilekannete arv lihe t66taja kohta on virtuaalsel pangal 5,77 tuh, ettevotete iilekannete arv
3,01 tuh lihe to6taja kohta (vt arvutused tabelis).

Eraisikute Ettevotete Toota- | Eraisikute Ettevotete
iilekanded todtaja | tilekanded jate tilekanded iilekanded
kohta, tuh. tootaja kohta, tuh | arv (tuh.) (tuh.)
Pank D 2,09 1,09 11 23 12
Pank V 2,09¢2,76= 5,77 1,09¢2,76=3,01 11 115,77=63,5 | 113,01=33,1
Suurenemine 40,5 ehk 21,1 ehk 176%
176%

Mbolemaid viljundeid peaks suurendama 176%, siis oleks panga D tdhusus 100%.

Teine eesmirk vaib olla sisendi ehk tdotajate arvu vihendamine sama véljundite taseme juures ehk
sisendi minimeerimine.

Tootajaid Tootajaid Eraisikute | Ettevotete | TOOtajate arv
tuhande tuhande ulekanded | tilekanded
eraisiku ettevotte (tuh.) (tuh.)
tlekande kohta | iilekande kohta
Pank D £=0,478 £20’917 23 12 11
23 12
Pank V 0,478 _ 0.173 0,917 _ 0.332 23 12 23¢0,173 =3,98
2,76 2,76 ehk

12 ¢0,332 = 3,98

Vihenemine 7,02 ehk 63,8%

8.5 Palju sisendeid, viljundeid

Kui sisendeid ja viljundeid on mitmeid, on eespool toodud graafilist analiilisi juba raskem kasutada.
Siis kasutatakse lineaarse planeerimise meetodeid ja leitakse iga liksuse tdhusus, vorreldes
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tilejddnutega. Selleks voib kasutada Exceli vahendit So/ver voi spetsiaalset tarkvara:

» Frontier Analyst http://www.banxia.com/famain.html
» EMS: Efficiency Measurement System http://www.wiso.uni-dortmund.de/lsfg/or/scheel/ems/
» WARWICK DEA-SOFTWARE http://www.DEAzone.com/software/

', Data Viewer _ O] =]

J &) | E |J Unit mame; - |J Input/Dutput name:  Eraisikute Ulek ande | [nput/Output tpe: 2
it Mame Active| Tootajate are|Etteviitete Ulekanded| Eraizikute Llekanded ﬂ
A v 18.00 50,00
B V¥ 16,00
b C o 17.00
b W 11.00
J 4 4 = w | = = | ki ﬂ| Sart: Unzorked -

Joonis 18 Programmi Frontier Analyst ekraanipilt

9. Prognoosimine
9.1 Meetodite liigitus

Prognooside jaotus pikkuse jargi:

Liihiajalised (short-term) operatiivsed Varude juhtimine, tootmise
3 - 6 kuud planeerimine
Keskmise pikkusega (medium term) taktikalised Liisimine

6 kuud kuni 2 aatat

Pikaajalised (long-term), iile 2 aasta strateegilised Uuringud, tootearendus

Prognooside jaotus pikkuse jérgi on suhteline. Néiteks energiatarbimise prognoos 5-6 aasta peale on
liihiajaline, 50 aasta peale pikaajaline.

Prognoosimismeetodid voib jagada mitmesse kategooriasse:

» kvalitatiivsed meetodid - puudub matemaatiline mudel, kuna mineviku andmeid pole tuleviku
jaoks voimalik kasutada (pikaajaline prognoosimine);

» Okonomeetrilised mudelid (mitmene regressioon, vorrandsiisteemid)

» aegridade analiiiis - prognoosimiseks kasutatakse uuritava suuruse kditumist minevikus.

Meetod, mida kasutatakse jairgmise kuu kdibe prognoosimiseks (lithiajaline prognoos) ei pruugi
sobida jargmise viie aasta kdibe prognoosimiseks. Liihialajaliste prognooside korral kasutatakse
rohkem olemasolevaid arvandmeid (kvantitatitiivsed meetodid). Pikaajaliste prognooside korral
analiilisitakse drisituatsioone.

9.2 Kvalitatiivsed meetodid

Kvalitatiivsete meetodite korral on protsessis osalejad (miiligimehed, tegevjuhid, eksperdid)
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informatsiooni todtlejad. Matemaatiliste mudelite asemel kasutatakse kujutlusmudeleid.

> Juhtimisotsustuslik (Jury of Exceutives) - juhtivtootajate kokkusaamine eesméargiga
genereerida prognoose, kui minevikuandmed on ebapiisavad, kvantitatiivsed tulemused
vasturdikivad jms

> Miiligitootajate prognoosid - kuna kliendile kdige 1dhemal olevad isikud omavad koige
rohkem kliendiinformatsiooni , mis vdiks mdjutada uue toote ndudlust.

> Delfi meetod - teatud arv eksperte jouavad konsensuseni. Konsensuseni joudmiseks voib
labida mitu tsiiklit: tehakse vahekokkuvoted, iga ekspert loeb need 14bi ja korrigeerib oma
prognoosi.

9.3 Okonomeetrilised mudelid.

Okonomeetria olulisemaks iilesandeks on majandussituatsioonide ja nendele vastavate
majandusnditajate prognoosimine, kasutades kavanitatiivseid meetodeid. Voimalikult tdendosed
prognoosid aitavad omakorda langetada kompetentsemaid majanduslikke otsuseid ning kindlaks
méiirata majanduse arengusuundasid. Okonomeetria, kui majandusteaduse, statistika ja matemaatika
piirteadus, kujunes vilja kdesoleva sajandi 30-ndatel aastatel. Moiste voeti kasutusele Norra
majandusteadlase Ragnar Frischi poolt 1926. aastal. Eestis on 6konomeetria siinoniitimidena olnud
kasutuses veel terminid “majandusstatistilised meetodid” ja “majandusmatemaatilised meetodid”.

Okonomeetriline mudel koosneb iildjuhul algebralistest vorranditest voi (ja) vorrandisiisteemidest,
mis on iiksteisega seotud. Okonomeetriliste mudelite jagunemine:

> Mikromudelid on néiteks ndudmise ja pakkumise mudelid, tootmistegurite (t66j0ud, kapital)
turgude mudelid.
> Makromudelid kirjeldavad rahvatulu, tarbimise, investeeringute jt makromajanduslike

suuruste vahelisi seoseid.

NAIDE 9.1. Makromudel: Eesti finantssektori modelleerimine

Ulidpilase Andra Vatsfeldi diplomitdd "Okonomeetriline modelleerimine ja selle rakendamine Eesti
finantssektoris"(1999) eesmirgiks oli 6konomeetrilise modelleerimise voimaluste uurimine ja selle
rakendamine Eesti finantssektoris. Kasutati andmeid 1994. aasta 1. kvartalist kuni 1998. aasta 3.
kvartalini. Regressioonanaliilisi tulemusel saadi jargmised seosed:

CURR =0,0074 THI(-1) + 0,305 CP

DEPN = 0,640 SKP(-1) - 0,00172 THI(-1) + 0,156 T

DEPTM = 3,672 W(-1) — 3,886 SKP(-1)

DEPV = 3,726 VKAIVE — 2,806 EXRATE(-1)

CREDEV = 0,537 CREDEV(-1) — 0,318 SKP(-1) + 0,891 DEP(-1)

Téhistused:

CURR - ringluses olev sularaha,

THI(-1) - eelmise perioodi tarbijahinnaindeks,

CP - eratarbimine,

DEPN - ndudmiseni kroonihoiused,

SKP(-1) - eelmise perioodi sisemajanduse koguprodukt,
T - ajategur (kvartali jarjekorranumber),
DEPTM - muud kroonihoiused (tdhtajalised- ja sddstuhoiused),
W - keskmine brutopalk elaniku kohta,

DEPV - valuutahoiused,

VKAIVE - vilismajanduskéive (eksport + import),

EXRATE - USA dollari ja Eesti krooni vahetuskurss,
CREDEV - erasektori krediidid,
DEP(-1) - eelmise perioodi hoiused kokku.
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Okonomeetrilist mudelite kohta vdib lihemalt lugeda raamatust [1].

9.4 Aegread ja nende analiiiisi eeesmirgid

Aegrida kirjeldab mingi tunnuse viirtuste soltuvust ajast ehk diinaamikat. Tunnuste jaotus

> varusuurused on sellised, mille véirtuse saab leida mingi ajamomendi jaoks. Niiteks hind,
klientide arv, t69j0u, kapitali voi materjali hulk

> voosuurused on sellised, millel esineb vddrtus mingi ajaperioodi jaoks. Néiteks kulud, tulu,
kasum.

> intensiivsussuurused on erinevate varu- ja voosuuruste suhted. Néiteks todviljakus,

mitmesugused rahandussuhtarvud.

Aegridade jaotus aja madratlemise jirgi:
> momentread;
> perioodread.

Aegridade analiiiisimisel on jargmised eesméargid:

1) aegrea omaduste kirjeldamine ja selle aluseks oleva protsessi parameetrite hindamine;

2) aegrea mudeli konstrueerimine, mis kirjeldaks aegreana esitatud tunnuse kaitumist kas sama voi
mone teise tunnuse varasemate vaartuste abil;

3) tunnuse vairtuste prognoosimine;

4) aegrida genereeriva protsessi mojutamine.

9.5 Aegridade elementaaranaliiiis

Elementaaranaliiiisi korral piiiitakse aegrida kirjeldada voimalikult lihtsalt. Néiteks silumine libiseva
keskmise voi regressioonjoone abil.

Libisev keskmine (moving average). Prognoosi aluseks on eelmise # perioodi aritmeetiline
keskmine. Néiteks aprillikuu prognoosi aluseks on eelmise kolme kuu: jaanuari, veebruari ja mértsi
védrtuste artimeetiline keskmine. Mai prognoos leitakse aga aprilli, mértsi ja veebruari aritmeetiliste
keskmiste alusel. Edasi litkudes voetakse sisse uus véértus ja jaetakse varaseim liige vilja.

Kaalutud libisev keskmine (weighted moving average). Kasutatakse eelmiste perioodide kaalutud
aritmeetilist keskmist, kusjuures varasemate perioodide kaalud voetakse tavaliselt vdiksemad.

Eksponentsiaalne silumine (exponential smoothing). Ajahetkele ¢ vastav silutud véértus S, on
méiiratud eelneva ajahetke silutud vairtuse S, | ja tegeliku vdirtusega y,

Sz:St—l +a(yz—1 _Sz—l) >

kus a on silumiskonstant, 0<a<1. Kuna sulgudes olev vahe on erinevus tegeliku vadrtuse ja silutud
vaartuse vahel, siis silumiskonstant iseloomustab seda, kuivord seda erinevust arvesse voetakse.

! Tiiu Paas “Sissejuhatus 6konomeetriasse”, TU Kirjastus. 1995.
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9.6 Aegridade kompleksanaliiiis

Aegridade kompleksanaliiiisi korral jaotatakse ajas muutuva suuruse muutumine mitmeks

komponendiks.

Siistemaatiliselt muutuvad komponendid:

» trend 7 on suuruse véirtuses pikema aja jooksul ilmnev tendents;

» sesoonsed muutused S; on seaduspdrased, perioodilised muutused trendi timbruses. Periood on
tavaliselt aasta vOi liihem. Néiteks poe kéive, vdértpaberiborsi kdive on erinevatel
nidalapédevadel erinev, kekmine raalpalk on tavaliselt suurem juunis ja detsembris jms.

» tsiiklilised muutused C, on aastast pikema perioodiga toimuvad perioodilised muutused trendi
iimbruses. Néiteks Inglismaa majanduses esines X sajandil 9 aasta pikkune aktiivsuse
muutumise tsiikkel.

Juhuslik ehk stohhastiline komponent ¢ on pohjustatud paljude tegurite koosmdjust vaadeldavale

suurusele ja pole ette prognoositav.

Konkreetsete aegridade korral voib iiks voi teine komponent puududa.

Niiteks intressimdirad, vahetuskursid, nafta hind maailmaturul aja jooksul kiill muutuvad, kuid
nende diinaamikas tildreeglina puudub pikaajaline trend. Selliseid suurusi, mille aegread ei sisalda
kindlaid trende, vaid kdiguvad keskmise taseme timber, nimetatakse statsionaarseteks suurusteks.
Suurused, mille aegread sisaldavad pikaajalisi trende on mittestatsionaarsed suurused. Mitte-
statsionaarsed on nditeks riigi sisemajanduse kogutoodang (SKT), tarbijahinnaindeks, reaalpalk,
rahvaarv.

561
54 1 1001
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é 52 7 ‘ oo
5 501 , , . 70
@ 481 ¢ . 601
546 St 50
<':44- * et 401
30
421 201
40 ——+——+——+ ——+ ——t et ————— 10
1896 1904 1912 1920 1928 1936 1944 1952 1960 1968 1976 1984 1992 -
Aastad 737374 7576 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95
Aastad
Joonis 1 Meeste 400 m finaaljooksu voiduajad Joonis 2 Uhepere-elamute miiiik USA-s kuude kaupa
olimpiamangudel 1896-1992. Esineb kahanemisetrend, aastatel 1973-1995. Esineb perioodiline komponent ja
puudub perioodiline ja tsiikliline komponent. tsiikliline komponent, puudub trend.

Aditiivse mudeli korral vaadeldakse aegrida komponentide summana

yi:Tz’+Ci+Si+8i

Aditiivset mudelit on sobiv kasutada, kui absoluutne korvalekalle trendist on erinevatel perioodidel
lihesugune, y, - T;= const.

Multiplikatiivse mudeli korral vaadeldakse aegrida komponentide korrutisena

Yy, =T;:CS; ¢,

Multiplikatiivset mudelit on sobiv kasutada, kui suhteline kdrvalekalle trendist on {ihesugune,
v~ T,

= const.

i
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NAIDE 9.2. Kiibe prognoosimine

Ulidpilase statistika ainetdd eesmirgiks oli uurida AS X miiiigikiiibe muutusi Eesti turul aastatel
1997 kuni 2000 ning selgitada, kas antud ettevotte kdibes ilmneb seaduspéraseid muutusi nagu
pikaajaline trend ja sesoonsed muutused. Kasutades aegridade kompleksanaliiiisi, prognoositi
miitigikdivet aastaks 2001 ja vorreldi tegelike andmetega. Vt. joonis 21.
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Joonis 3 Kéive ja selle prognoos aastaks 2001

9.7 Stohhastiliste aegridade analiiiis

Stohhastilise protsessi korral on aegrea véartusi genereeriv protsess toendosusliku iseloomuga ning
protsessi kirjeldamine tdhendab vaadeldava juhusliku suuruse tdendosusjaotuse kindlakstegemist iga
ajamomendi jaoks.

Juhuslikke protsesse:

Valge miira - juhusliku suuruse vdirtused on iiksteisest sdltumatud, neil on samad keskvédrtused ja
samad disperisoonid. Harilikult eeldatakse, et tegemist on normaaljaotusega (Gaussi valge miira).
Markovi protsess - juhuslik protsess, milles igal ajamomendil ¢ edasiste olekute tdendosused
soltuvad siisteemi seisundist momendil ¢, mitte aga sellest, kuidas siisteem sellesse seisundisse joudis.

Tuntumad stohhastiliste aegridade mudelid.

Autoregressiivne (AR) mudel - aegrida genereeriv juhuslik protsess on Markovi protsess, mille
korral aegrea iga liige on on vordne eelmise liikme lineaarfunktsiooni ja juhusliku komponendi
summana. Juhuslikud komponendid alluvad normaaljaotusele. Autoregressiivne protsess “maéletab”,
kus ta oli.

Libiseva keskmise mudel MA (moving-average). Paljud reaalsed aegread on siledamad, kui puhta
valge miira poolt genereeritud aegread ning tihti on jarjestikused liikmed iiksteisest sdltuvad.
Seepirast kasutatakse mudeleid, mille jarjestikused liimed on valge miira poolt genereeritud litkkmete
kaalutud keskmised. Libiseva keskmise mudeli korral protsess ei “maéleta” tapselt, kus ta oli,
“madletab” vaid mingi piiratud aja jooksul eelnenud véartuste keskmist.

Autoregressiivne libiseva keskmise mudel ARMA on autoregressiivse ja libiseva keskmise mudeli
kombineerimine.

Integreeritud mudel I (integrated process), nimetatakse ka juhusliku ekslemise (random walk)
mudeliks. Aegrea esimesele litkmele lisandub juhuslik suurus ja saadakse teine liige. Sellel lisandub
jélle juhuslik suurus ja saadakse kolmas jne. Integreeritud tdhendab siin summeerimist. Méletab, kus
ta on, kuid on unustanud, kuidas ta sinna sai. Juhuslik ekslemine on mittestatsionaarne protsess, kuna
pika aja jooksul eemaldutakse algvéartusest kaugele.
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Autoregressiivne integreeritud libiseva keskmise mudel ARIMA kombineerib koiki eelmisi
mudeleid. See protsess méletab, kus ta on, kuidas ta sinna sai ja méletab osaliselt ka eelnenud
juhuslikkust.

Lidhemalt on nendest mudelitest kirjutatud raamatus [2].

9.8 Uue toote miiligi prognoosimine.

Uue toote voi teenuse levimist kirjeldab tiiiipiliselt S -kujuline kdver, millel eristatakse kolme faasi.
Turule sisenemise faasis (introduction phase) on kasv aeglane, seejdrel saabub kasvufaas (growth
phase), kus miiligimaht kasvab kiiresti ning l0puks jouab kitte n kiipsusfaas (maturity phase), millal
labimiitigi kasv jitkub, ent kahaneva kiirusega (joon. 22). Sellist kdverat iseloomustab turu
mahutavus ehk kiillastuvus K — kui palju on maksimaalselt vdimalik seda toodet miitia.
Kéédnupunktis on ldbimiiiigi kasv koige kiirem ja selleks ajaks on saavutatud umbes pool turu
mahutavusest.

Koige lihtsam funktsioon, mis annab sellise kdvera, on logistilise kasvu kdver (vt nditeks [3]):

L(?) K , L A

1+ae™ ' '

kasvufaas kiipsusfaas
kus K, a ja r on mudeli parameetrid (méératakse igal
konkreetsel juhul eraldi).

sisenemisfaas

kﬁﬁnuplunkt

Kovera selline kuju on seletatav diffusiooniteooria
abil. Diffusiooniteooria pohialuseks on tarbijate
jagamine kahte riihma: innovaatorid ja matkijad. >
Innovaatorid ei ole mdjutatud selle poolt, kui palju see aegt
uus toode on juba tarbijate seas levinud. Matkijad ehk
imitaatorid on aga mojutatud sellest, kui paljud
inimesed on vastavad toodet juba ostnud, voi tarbivad vastavat teenust.

Joonis 4 S -kujuline kasvumudel

Matemaatiliselt on diffusiooni késitletud mitut moodi, erinevad lidhenemised annavad veidi erinevaid
mudeleid. Tuntuim on neist on Bassi diffusioonimudel [4] (vt ka Frank Bassi kodulehekiilg
http://www.utdallas.edu/~mzjb/). Jargnevas tabelis on toodud Bassi diffusioonimudeli headust
iseloomustav determinatsioonikordaja moningate toodete korral, andmed parinevad artiklist [1].

Toode Ajaperiood R?
Elektrilised kiilmutusseadmed 1926 - 1940 0,762
Kodused kiilmikud 1947 - 1961 0,473
Must-valged televiisorid 1949 - 1961 0,77
Ohukonditsioneerid 1950 - 1961 0,920

2 E. Listra Okonomeetria. Aegread. Tallinn, TTU, 2001.

3 Morrison, .J. ”Life-CycleApproach to New Product Model”. The Journal of Business Forecasting, Summer
1995.

4 Bass, F.M. A new product for model consumer durables. Management Science. Vol 15, 1969.
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Pesukuivatid 1950 - 1961 0,858
Kohvimasinad 1951 - 1961 0,690

Bassi difusioonimudeli tuletamisel 1dhtutakse jdrgmisest seosest
N,
Nt _Nt—l =p(K—Nt_1) +q7(K_Nt—1) >

kus

N, - toote omandanute arv (kogumiiiik) ajahetkel #;

K - turu mahutavus;

p - innovatsioonikoefitsient. Iseloomustab seda tdendosust, kuidas innovatiivne tarbija ostab selle
toote tidnu reklaamile voi muudele vélistele teguritele.

g - imitatsioonikoefitsient. Iseloomustab tGendosust, et matkija muretseb selle toote, kuna teised on
juba muretsenud.

Kumulatiivse miiligi ehk kogumiiiigi ajaline sdltuvus pideval juhul

_, o+t

N() = K¢
1 +4¢ -0

p

1. Teades suurusi ¢, p, K, on vdimalik prognoosida miitiki.
2. Teades reaalseid andmeid, on voimalik leida regressioonmudeli parameetrid.

NAIDE 9.3. Mobiiltelefonivorgu tarbijad Eestis

Eesti Statistikaameti kodulehel olevast statistika andmebaasist on voetud andmed
mobiiltelefonivorgu tarbijate kohta Eestis aastatel 1991-2004. Neid empiirilisi andmeid on silutud
Bassi mudeli abil, leitud vastava innovatsiooni- ja imitatsioonikoefitsient ja leitud ka prognoos.
Inovatsioonikoefitsient 0,0017, imitatsioonikoefitsient 0,510, turu mahutavus 1511 tuh.

) B

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

Aeg aastates
— Silutud

* Empiiriline - - Prognoos

Joonis 5 Mobiiltelefonivorgu tarbijad Eestis
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10. Kvaliteedi statistiline kontroll

Firma edukus soltub otseselt sellest, kuidas tal onnestub teenust voi toodet kliendile miitia. Sageli on
edu aluseks korduvtehingud ning firma maine peab klientide jaoks olema viga hea. See eeldab aga
head kvaliteeti.

Tuntakse mitmeid kvaliteedijuhtimise siisteeme. Terviklik kvaliteedijuhtimine TQM (7otal Qualitate
Management) on organisatsiooni kvaliteedikeskne l&henemisviis juhtimisele, mis pdhineb koigi
tootajate osalusel ja on suunatud pikaajalisele edule kliendi rahuldatuse ja organisatsiooni koigi
tootajate ja iihiskonna kasu kaudu. Uha laiemalt leviv ISO 9000 kvaliteedisiisteem on kliendikeskne,
eemérgiks on tagada pakutava hiivise stabiilne kvaliteet.

Kvaliteedijuhtimise iiks alustalasid on statistiline protsessiohje SPC (statistical process control).
Statistiline protsessiohje, tuntud ka statistilise kvaliteedikontrolli (statistical quality control) nime all,
tekkis USA-s 1920-ndatel aastatel ja on olnud kdige enam kasutatavaid statistika rakendusi tdostuses.
Selle kdigus mdddetakse iile toodangu hulgast vdetud valimid ning otsustatakse, kas tootmisprotsess
on kontrolli all vdi mitte. Tegemist on statistilise hiipoteesi kontrollimisega. Kuna kvaliteedile
pooratakse koikjal iiha rohkem téhelepanu, on statistiliste meetodite kasutamine kvaliteedi
kontrollimisel lainenenud ka t66stusest véljapoole (kaubandus, teenindus).

» Tarbija poolt omandatud toote tagastamine selle halva kvaliteedi tdttu toob firmale kahju. Ei kaotata mitte ainult miiiigist
saadud tulu, vaid ka tarbija usaldus. Kasulikum on piiiida sellist olukorda ennetada. Kogudes ja analiiiisides andmeid
tagastamiste pohjuste kohta, on vdimalik koondada tihelepanu tootmise valupunktidesse. Lisaks aitab selline andmebaas
Oppida tundma tarbija vajadusi, tootada vilja uusi tooteid.

»  Pesupulbri pakendil on kirjas, et see sisaldab 3kg pulbrit. Kas iga pakk sisaldab tépselt 3,00000 kg pulbrit? Sellise tipsuse
saavutamine on kiillaltki kulukas, tuleb leppida sellega, et esineb teatud hajuvus. See hajuvus peab aga olema kontrolli all.
Uhelt poolt ei tohi pakid olla alakaalulised, mis vdib tekitada tarbijas rahulolematust ja halvendada suhtumist firma
toodangusse. Teiselt poolt ei tohi pakid olla ka iilekaalulised, see suurendab tootja kulusid. Mdotes pakkide kaalu (kas
koikide voi igast partiist juhuslikult véljavalitud), jélgitakse protsessi. Kui tekib probleem, on voimalik vastavaid seadmeid
reguleerida voi siis vélja vahetada. Pidev protsessi jalgimine vGimaldab votta meetmeid enne kui probleem muutub
suureks.

» Haired arvete lackumises voivad tekitada firmale suuri probleeme: pole voimalik maksta tooraine eest, maksta tootasu,
tasuda pangalenu, renti, mis omakorda v3ib kaasa tuua trahve. Lisaks tuleb lackunud arved to6delda: kanda summad
vastavatele raamatupidamiskontodele jms. Jilgides arvete lackumist ja nende t66tlemist, saab otsustada, kas protsess on
kontrolli all voi mitte ja votta vastu otsuseid. Voib-olla on vaja rohkem t66joudu, paremat finantstarkvara, kiiremaid
arvuteid raamatupidamisele.

Kvaliteedi kontrollimine voimaldab kulusid kokku hoida. Vastava tarkvara muretsemine ning selle
juurutamine maksab enamasti vihem kui sealt tekkiv sddst. Jidvad dra defektsete toodete
timbervahetamiseks tehtavad kulud, suureneb firma usaldusvéérsus tarbijate hulgas.

10.1. Pareto diagramm

Oletame, et on analiilisitud defektseid detaile ja méératud kindlaks iga defekti esinemise pdhjus.
Nende andmete pohjal konstrueeritakse Pareto diagramm, kus on pohjuste esinemise sagedused
nende viahenemise jarjekorras. Lisaks on diagrammil esitatud suhteline sagedus ja kumulatiivne
suhteline sagedus.

NAIDE 10.1 Defektide esinemise pdhjused Pareto diagramm.
Tootja, mis toodab elektroonikaseadmeid, on kogunud andmeid seadmtes esinenud vigade kohta.
Andmed on toodud alljargnevas tabelis.
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Samad andmed, sorteerituna ja koos suhtelise sagedusega on esitatud tabelis 2. Selle tabeli pohjal
konstrueeritud Pareto diagramm on toodud joonisel 1.

Tabel 1 Defektide pdhjused Tabel 2 Defektide pohjused, sorteerituna esinemise
sageduse jirjekorras
Probleemi pdhjus Defektide arv
Halb joodis 37 Probleemi  Sagedus Suhteline Kumulatiivne
Plastikkorpus 86 pohjus sagedus suhteline
. sagedus
Toide 194 Toide 194 59.5% 59,5%
Mustus 8 Plastikkorpus 86 26,4% 85,9%
POrutus ! Halb joodis 37 11,3% 97,2%
Kokku 326 Mustus 8 2.5% 99,7%
Pdrutus 1 0,3% 100,0%
Kokku 326 100,0%
250 e — 100%
+ 90%
200 + + 80%
/ +70% 4
8
g 150 + + 60% §
% + 50% 2
® 100 + +40% £
>
+ 30% <
50 & 1 20%
1+ 10%
0 I 0%
Toide  Plastikkorpus Halb joodis  Mustus Porutus

Joonis I Pareto diagramm

Pareto diagrammil on kdige korgem tulp alati vasakul ja madalaim tulp paremal. Joon néitab
kumulatiivset suhtelist sagedust.

Pareto diagrammi esitamine on kasulik, kui analiiiisitakse kvaliteediga seotud probleeme. Vdimaldab
tootajtele ndidata, kuhu tuleb suunata peatidhelepanu, mis on firma jaoks kdige valusam probleem..
Loomulikult on vaja registreerida koik klientide kaebused, toodete tagastamised ning klassifitseerida
need pdhjuste jérgi. Vajalik on vastava andmebaasi olemasolu.

10.2. Protsessiohje diagrammid

Protsesside kontrollimiseks kasutatakse vastavaid diagramme, millel on kantud protsessi
analiilisimiseks kasutatava suuruse mootmistulemused (toote kaal, mdodtmed, kliendi teenindamiseks
kulunud aeg, arvete lackumine voi nende to6tlemiseks kulunud aeg) . Lisatakse keskjoon ning
ilemine ja alumise kontrolljoon.

Otsuse vastuvotmisel voib ldhtuda visuaalsest hinnangust voi kasutada spetsiaalset tarkvara.
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Ulemine kontrolljoon

keskjoon

AN L AAA
\VARVA7ZE A

alumine kontrolljoon

1 3 5 7 9 1 13 15 17 19 21 23 25
mddtmise number

Joonis 2 Protsess on kontrolli all

Joonisel 2 esitatud protsess on kontrolli all. Mdotmised fluktueeruvad juhuslikult iimber keskvéértuse
ilemise ja alumise kontrolljoone vahel.

Joonis 3 Protsess on kontrolli alt viljas. Uks mddtmine on viljaspool
kontrolljooni.

Joonisel 3 esitatud protsess on kontrolli alt viljas. 12-s mddtmine on viljaspool kontrolljooni (iileval
pool tilemist joont). Selle pohjuse selgitamine ja kdrvaldamine vdimaldab tulevikus tekkivaid
probleeme viltida.

N A A
v \

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Joonis 4 Protsess on kontrolli alt véljas Terve seeria modtmisi on
erineva keskvéartusega

Joonisel 4 asuvad kiill koik modtmistulemused kontrolljoonte vahel, kui terve seeria jérjestikuseid
moOtmisi on erineva keskvédrtusega. Protsess on kontrolli alt viljas. Krireeriumiks loetakse, kui 8
vOi rohkem jdrjestikust punkti on {ihel ja samal pool keskjoont. See annab tunnistust, et mingi aja
viltel oli protsessis korvalekalle ning tuleb leida selle pohjus.
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A\ ]
V VY

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Joonis 5 Protsess on kontrolli alt véljas, esineb trend

Joonisel 5 on kdik punktid kontrolljoonte vahel, kuid esineb murettekitav trend, ning peatselt on
oodata kontrolljoone tiletamist. Ennetamiseks tuleb kohe selgitada vélja pohjus ja see kdrvaldada.
Kriteeriumiks loetakse, kui 8 voi rohkem punkti annavad tdusva voi langeva trendi.

Kontrolldiagrammile ei kanta liksikute modtmiste tulemusi, vaid véikeste valimite andmed. Valimite
maht n peab olema vihemalt 2 ja teiselt poolt ei tohi see olla vdga suur. Protsessi kdik voib kiiresti
muutuda ja reageerida tuleb enne kui nditeks defektsete toodete arv kasvab suureks. Tihti voetakse
valimite mahuks 4 kuni 6. Iga punkt diagrammil vastab siis jirelikult #» mddtmisele.

Lisaks punktidele kantakse diagrammidele enamasti 3 joont: keskjoon, tilemine kontrolljoon UCL
(Upper Control Limit) ja alumine kontrolljoon LCL (Lower Control Limit). Joonte asukoha
médramisel lahtutakse sellest, et valimid alluvad normaaljaotusele ning leitakse vahemik, millesse
jaab 99% valimitest. See vastab vahemiku poollaiusele 36. Arvutuste tegemisel 1dhtutakse kas

» valimitest, mis on voetud siis kui protsess on kontrolli all (vdhemalt 20 valimit);

» standardiga voi lepingutega méératud vaartustest.

Enam kasutatavamad diagrammid.
Vaatluse all oleva suuruse (vairtuste jadmist kindlatesse piiridesse voimaldab jdlgida
X diagramm - diagrammile kantakse valimite keskvairtused.

Protsessi varieerumise kontrollimiseks kasutatakse jargmisi diagramme:
R diagramm - valimite variatsioonamplituudid;

S diagramm - valimite standardhilbed;

S? diagramm - valimite dispersioonid.

Lisaks on mitmeid diagramme, mis iseloomustavad toote kvaliteeti midravaid atribuute.

C diagramm - defektide esinemise sagedus (pievas, toopingi kohta, 100 toote kohta). Eeldatakse, et
defekti esinemise tdendosus on viike ja kontrolljoonte leidmiseks kasutatakse Poissoni jaotust.

U diagramm - defektide esinemise suhteline sagedus. Defektide arv on jagatud 1dbi uuritud iihikute
arvuga. Erinevalt C diagrammist ei ndua see konstantse mahuga valimeid.

Np diagramm - defektide esinemise sagedus. Kontrolljoonte leidmiseks kasutatakse binoomjaotust.
See tdhendab, et pole vaja eeldada defektide esinemise véikest tdendosust nagu C diagrammi korral.
Kasutatakse siis, kui defektide esinemise suhteline sagedus on suurem kui 5%.

P diagramm - defektide esinemise suhteline sagedus, kui defekti esinemise tdendosus on suurem kui
5%. Kontrolljoonte leidmiseks kasutatakse binoomjaotust. Erinevalt Np diagrammist ei ndua
ithesuguse mahuga valimeid.
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Kuna protsessi jédlgimine peab toimuma pidevalt, on vaja mddtmisi teostada ja tulemusi
diagrammidele kanda pidevalt. Ainult siis on véimalik ennetada suuremaid kdikumisi kvaliteedis.
Kui protsess ja mdotmised on automatiseeritud, saab kvaliteedi statistiliseks kontrollimiseks kasutada
spetsiaalset tarkvara. Néiteks SPC (Statistical Process Control, http://qualityamerica.com/), paketi
STATISTICA moodul Quality Control Charts (http://www.statsoft.com/). Kaasaja tarkvarapaketid
on lihilduvad standardsete andmebaasidega ning tihti omavad ka WWW liidest.

y CHART1: X Chart: sampled - Hrs. to Process O x|
ﬁPC-PE;IIV Evaluation Edition HOURS TO PROCESS
vensed to
Expires 250401 PART NUMBER 12487
16 Process Shift—=—y |5
o i —_ LUPCL=1,140
=
E 0.8
% 0.4 PCL=0231
E 0,04 ﬂ' L0+JI L0+0—JI ﬁ LQ—JI '
= 0,4
pE=—— ] LPCL=-D 678
an 0 '
EEl =
1.2
Growp OQe: A2 | ] - ——— — — — — ] UCL=1.117
Auto drop : OFF 1.0+
CL Ordingte: 3,000 " 02
Curve: Marmal. % '
k-5: 0,000 g 0,6+
Cph ;1,40 Cp : (N&A) o 0 a4
AVERAGEM) : 0,231 ! RBAR=0342
PROCESS S1GhA : 0,303 0,2 \ J j \ j V \ ]
HIGH SFEC : 1,500 0.0 T LCL=0,000
2 o8 % 3 84§ T ege ool koE
— o~ o o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o o~ oo o2 o~ o~

WIPARMING: Unable to fit requested curve, A NORMAL curve was used.

Joonis 6 Ndide X diagrammist, saadud programmiga SPC-PC IV

Kui pidevat andmete registreerimist pole voimalik teostada, tuleb médérata, kui tihti valimid voetakse
(kord tunnis, kord péevas, igast partiist). Sobiv valik tuleb teha nii, et muutus keskvéartuses esineks
valimite votmise vahel, mitte {ihe valimi votmise ajal. Sellisel juhul enne muutust tehtud valim pole
sellest mojutatud, peale muutust tehtud valimis on aga kdik véaédrtused muutusest mdjustatud.
Valimeid, mille suurus ja votmise sagedus on paika pandud sellest kaalutlusest 1dhtudes, nimetatakse
ratsionaalseteks (rational subgroups).

Ratsionaalsete valimite méiiramise strateegia:
1. Mddtmistulemused iihe valimi piires peaksid olema vdimalikult 1dhedased.
2. Valimite keskvéartused peaksid olema vdimalikult erinevad.

NAIDE 10.2

Kvaliteedidosakonna juhatajal on pdhjust arvata, et erinevates vahetustes toodetud detailide kvaliteet on erinev. PShjuseks voib
olla erinevates vahetustes todtavate tooliste erinevatest tookogemustest. Hiipoteeesi kontrollimiseks kasutab ta X diagrammi.
Léhtudes ratsionaalsete valimite midramise strateegiast otsustab osakonnajuhataja votta mdotmiseks iiks valim igas vahetuses.
Valimisse ei vOeta vahetuse alguses ja 10pus toodetud detaile.

10.3. X diagramm

X diagrammile kantakse valimite keskvéértused. Keskjoone ning iilemise aja alumise piiri
arvutamisel ldhtutakse jdrgnevast.

Iga i-ndat valimit iseloomustab maht n, keskvéartus x; ja valimi standardhélve s,. Kui protsess on
kontrolli all, siis

» iiksikud mddtmistulemused x; alluvad normaaljaotusele keskviirtusega p ja standardhilbega o;
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> valimite keskvéartused x, alluvad normaaljaotusele keskvairtusega p ja standardhilbega 9.
n

Keskjoone jaoks vajalik normaaljaotuse keskviértus leitakse £ valimi keskvédrtuste aritmeetilise
keskmisena

X,
M:

Xyt X,

k

Kontrolljoonte leidmisel arvestatakse, et ca 99% valimitest jddb vahemikku i3% :
n

M—3£<fi<u +3£

Vn yn

Selle alusel pannakse paika {ilemine ja alumine kontrolljoon.

Ulemine kontrolljoon n+3 %.
n
Alumine kontrolljoon n-3 iy

Jn

Protsessi iseloomustav standardhélve ¢ pole aga teada, selle vaartuse hindamiseks kasutatakse {iht
kahest meetodist:
S, HS, TS,
. .
2. Uksikutest valimitest moodustatud iihe suure valimi (mahuga k- #) standardhilve s.

1. Uksikute valimite standardhilvete aritmeetiline keskmine o =

Ajalooliselt on kasutatatud valimite standardhilvete asemel tihti variatsioonamplituude R, ning siis
R R +Ry+.R, | o . . .

c= - = — -—, kus d, on tabelist leitav konstant ja soltub valimi mahust. Kuid

2 2

variatsioonamplituud ei iseloomusta varieerumist nii hésti kui standardhélve ja seda meetodit on

kasutatud sellepérast, et variatsioonamplituudi arvutamine on oluliselt lihtsam kui standardhélbe

arvutamine.Ténapéeval, kui kalkulaatoritel on standardhilbe leidmise voimalus on olemas nii

kalkulaatoritel kui personaalarvutil, tuleks eelistada esimesed kaht meetodit.

10.4. R diagramm

R diagrammi kasutatakse protsessi varieeruvuse kontrollimiseks. Diagrammile kantakse valimite
variatsioonamplituudid, muutused valimite variatsioonamplituutides signaliseerivad muutustest
protsessi kulgemises. Niiteks kui varieerumine laheb liiga suureks, voib olla tegemist masinate
kulumisega, kehva toorainega vms.

Sama informatsiooni voib saada ka s diagrammilt, kuhu kantakse valimite standardhilbed, kuid kuna
varem olid arvutusvoimalused kehvemad ja variatsioonamplituudi ledimine on lihtsam, kasutatakse
senini rohkem R diagrammi.

Kontrolljoonte leidmisel ldahtutakse jédllegi kolme o reeglist. See tdhendab, et leitakse selline
vahemik, kuhu jddvad 99% valimite variatsioonamplituudid.
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Keskvairtus on kdigi valimite variatsioonamplituudide aritmeetiline keskmine
R, +R,+...+R,

k

Up=

Standardhilbe leidmisel tuleb arvestada, et niitid on tegemist valimiga, kuhu kuulub £ vairtust R:

Keskjoon TP
Ulemine kontrolljoon Uy +30,
Alumine kontrolljoon U, — 30, voi 0. Negatiivne olla i saa.

Kui valimite suurus on alla 7, tuleb valemi pdhjal leitud alumine piir enamasti negatiivne ja sellisel
juhul voetakse see vordseks nulliga.

4,57
Mg+ 30,
4,0

3,5
3,0

2o\ /\ /\ A A
NN

-

1,0
0,5
00

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Joonis 7 R-diagramm



