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Sissejuhatus

1. Uurimuse iildteoreetiline taust ja aktuaalsus

Teist jérku lineaarsed hiiperboolset tiiiipi osatutetistega diferentsiaalvorrandid leiavad
rakendust erinevates fiilisika valdkondades, kus uuritakse lainete levikuga seotud néhtusi. On
iildteada, et mittehomogeenses keskkonnas levivaid laineid kirjeldavat matemaatilist mudelit
vOib vaadelda lainena, mis levib kdvera aegruumi foonil. Seega on mittehomogeenses kesk-
konnas ja gravitatsioonivélja foonil toimuvad laineprotsessid kisitletavad iihtsetel mate-
maatilistel alustel. Nimetatud vorrandite fundamentaallahendite (Greeni funktsioonide)
teooria alusepanijaks voib lugeda J. Hadamardi [1]. 1960.a. analiiiisisid DeWitt ja Brehme
skalaarse laine ja elektromagnetlaine vorrandeid kdveras aegruumis ning leidsid, et mdlema
vorrandi Greeni funktsioon koosneb kahest osast: singulaarsest, mille kandjaks on
valguskoonus, ja regulaarsest osast, mille kandjaks on lisaks valguskoonusele ka koonuse
sisemus [2]. Regulaarse osa eksisteerimise fiilisikaline tdhendus seisneb selles, et lisaks
lainele, mis levib teatud kindla, keskkonnast sdltuva karakteristliku kiirusega, voib esineda
ka sellest vdiksema kiirusega leviv laine, mida nimetatakse lainesabaks. 1968.a. tdestasid
Kundt ja Newman [3], et kahemddtmelisel juhul on hiiperboolse osatuletistega
diferentsiaalvorrandil lainesabade esinemine pigem reegel kui erand. Seda jareldust
laiendasid neljamdotmelisele juhule erinevat tiitipi konformselt invariantsete lainevorrandite

jaoks McLenaghan ja Carminati [4 - 6].

Hiiperboolsete differentsiaalvorrandite matemaatilist teooriat on edasi arendatud mitmetes
hiljem ilmunud monograafiates. 1975.a. avaldatud Friedlanderi raamatus [7] kasutatakse
koveras ruumis lainevdrrandite fundamentaallahendite leidmiseks tildistatud funktsioone.

Huygensi printsiipi kui lainesabade kadumist vaatlevad pohjalikult Schimming [8] ja Giinther
[9].

Kovariantse lainevorrandi fundamentaallahendid omavad téhtsust ka fiiiisikaliste rakenduste
seisukohalt. DeWitt ja Brehme [2] néitasid, et elektromagnetvilja sabaliige méngib olulist
rolli laetud osakese litkumisvdrrandite tuletamisel kdveras aegruumis. 1997.a. uurisid Mino,

Sasaki ja Tanaka massiga osakese litkumisvorrandeid koveras aegruumis ja leidsid, et laine-
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sabad pohjustavad gravitatsioonilise pidurduskiirguse [10]. Samale tulemusele joudsid ka

Quinn ja Wald [11].

Gravitatsiooniviljast pohjustatud moju lainete levikule tuleb esmajoones esile tugevas
gravitatsiooniviljas, mis reaalselt eksisteerib iilitihedate astrofiiiisikaliste objektide
laheduses. Seepirast on lainesabade uurimine oluline neutrontdhe ja musta augu kiirguse
analiiisimisel. On teada, et "mustal augul pole juukseid": musta augu kollapseerumisel viline
véli ldheb iile Kerr-Newmani viljaks, mida iseloomustavad vaid mass, elektrilaeng ja
impulssmoment. Price analiiiisis seda protsessi ning leidis, et vélised véljad kiiratakse dra,
kiirgamisel aga toimub lainete peegeldumine musta augu gravitatsiooniviljalt ning tekkinud
lainesabad mojutavad kollapseerumist [12]. Seda protsessi on edasi uuritud toddes [13 - 17].
Hod ja Piran [18] vaatlesid analoogset kiirgusprotsessi elektriliselt lactud ning Hod [19 - 23]
poorleva musta augu korral. Selgus, et nii laeng kui ka pdorlemine aeglustavad kiirgussabade
vaibumist. Hiljuti ilmunud t66s [24] uurisid Koyama ja Tomimatsu massiga skalaarse vélja
levimist musta augu gravitatsiooniviljas ning seda, kuidas lainesaba sdltub skalaarse vélja

massist.

Teine huvipakkuv valdkond on kauge vaatlejani joudva kiirguse uurimine. Tugev gravitatsi-
oonivili mojutab laineallika poolt kiiratud teravat impulssi, nii et allikast kaugel asetsev
vaatleja néeb lisaks temani joudvale impulsile ka mdningase aja pdrast jargnevat saba. Sellise
efekti eksperimentaalse registreerimise voimalikkust ja selle abil pulsarite eristamist késitles
1970. aastal Roe [25]. Mankin, Laas ja Tammelo on hiljuti ilmunud td6des [26, 27]
kasutanud elektromagnetkiirguse sabaliikme leidmiseks kdrgemat jarku Greeni funktsioone
ja saadud tulemuste rakendamisel kompaktsele astrofiiiisikalisele kaksikiisteemile ndidanud,
et teatud tingimustel voib lainesaba energia olla eksperimentaalseks registreerimiseks
piisavalt suur. Lainefrondi ja saba intensiivsuse vordlemine voimaldab saada tdiendavat
informatsiooni kaksiktédhe fiilisikaliste omaduste (mass, kaksikute vaheline kaugus,

orbitaaltasandi orientatsioon) kohta.

Lahitulevikus on oodata kompaktsetest kaksiksiisteemidest parinevate gravitatsioonilainete

detekteerimist vastavate interferomeetritega. Gravitatsioonilainete eksperimentaalsel regist-



reerimisel tuleb kasulik signaal eraldada miirast ja seepérast on oluline korraliku lainemudeli
leidmine, arvestades ka lainesabasid.. Couch jt [28] nditasid 1968. aastal, et isoleeritud allika
poolt kiiratud gravitatsioonilaine peegeldub allikaid timbritseva aegruumi kdveruselt osaliselt
tagasi ning tekib sisenev laine. 1992.a. leidsid Blanchet ja Damour [30], et ajahetkel ¢ ei soltu
gravitatsioonilained mitte ainult allika olekust vastaval retardeeritud ajahetkel ¢ -7/c (r on
ruumiline kaugus allikani, ¢ valguse kiirus), vaid ka allika olekust enne retardeeritud aega.
See kinnitab, et kdveras aegruumis toimub lainete levimine kiirusega v < c¢. Nad néitasid ka,
et lainesabad méngivad olulist rolli gravitatsioonilainete kiirgamisel kompaktsete astro-
fitisikaliste kaksiksiisteemide poolt ning see moju peaks olema eksperimentaalselt mdddetav
vastavate gravitatsioonilainete detektorite abil nagu LIGO (American Laser Interferometer
Gravitational-wave Observatory) ja Prantsuse -Itaalia VIRGO. Gravitatsioonilainete sabade
mdju on edasi uuritud toddes [31 - 34]. Bonnor ja Piper [35] on varrelnud gravitatsioonilise
kvadrupolkiirguse korral tagasipeegeldunud laine energiat viljunud laine energiaga ja
ndidanud, et teatud tingimustel voib peegeldunud laine energia olla kiillalt suur ning

pohjustada gravitatsioonikiirguse mirgatavat sumbumist.

Eespool toodud niited lainesabade esinemisest astrofiilisikas kédsitlevad kompaktseid gravi-
tatsioonivilja allikaid. Kosmoloogiliste mudelite korral on aga tegemist olukorraga, kus
aegruumi koveruse allikat tuleb vaadelda globaalsena ning lainete peegeldumine toimub
koikjal ruumis. Arvutused muudab komplitseeritumaks voimalus, et teatud mudelite korral
vOib laine ldbida mingit ruumipiirkonda rohkem kui iiks kord. Lainesabade esinemist
kosmoloogiliste mudelite korral on vaadelnud Faraoni, kes rohutab selle efekti uurimise

olulisust erinevate mudelite analiiiisimisel [36,37].

Kosmilise mikrolainelise taustakiirguse sdltuvust lainesabadest on uurinud Mohanty ja
Prasanna [38, 39], kes ldhtusid elektromagnetlaine vOorrandist skalaarsete hiiritustega
Robertson-Walkeri universumis ning néitasid, et héiritused pohjustavad kosmilise
mikrolainekiirguse ringpolarisatsiooni. Kuid héirituste poolt pdhjustatud anisotroopia on
viga viike, vorreldes muudest pdhjustest tingitud anisotroopiaga, ning autorite arvates on

seda eksperimentaalselt raske avastada.



Kui aegruumi kdverusraadius on samas suurusjirgus mittegravitatsioonilise vilja Comptoni
lainepikkusega, tuleb viljade kvantiseerimisel arvestada gravitatsioonilisi efekte. Sel juhul on
kvantvéljateooria suuruste (nt Feynmani propagaator, energia-impulss tensori vaakumi kesk-
védrtus, vaakumi energia) tuletamisel voimalik kasutada klassikalise lainevorrandi Greeni
funktsioone. Greeni funktsiooni kéditumine isoleeritud aegruumipunktide jaoks sisaldab
informatsiooni selliste elementaarprotsesside kohta nagu osakeste paaride tekkimine [40 -
46]. Superviljateoorias voib aga niiteks bosonstringi liikumisvorrandit kisitleda kui

lainevarrandit kahemddtmelise gravitatsioonivilja foonil skalaarse vélja jaoks [47].

Kovariantse lainevdrrandi abil on voimalik uurida ka lainete levikut mittehomogeenses kesk-
konnas. Ching jt on ndidanud, et lainevorrand, mis kirjeldab elektromagnetlaine levimist
ruumipunktist soltuva dieletekrilise 1dbitavusega keskkonnas, on teisendatav Klein-Gordoni
vorrandiks koveras ruumis [15]. Bilic analiiiisib heli levimist relativistlikus vedelikus,
kasutades skalaarset lainevorrandit kovera geomeetria taustal, milles esinevad akustilise

meetrilise tensori komponendid [48].

Arvestades lainesabade fiiiisikalist tdhtsust on palju toid plihendatud nende struktuuri ja
tekkimise tingimuste analiitisimisele. 1989.a. leidis Roberts DeWitti ja Brehme t66 pdhjal
vabalt langeva punktmassi kiirgussaba ning niitas, et see sisaldab Weyli tensori
kovariantseid tuletisi [49]. Leonard ja Poisson [50] uurisid, kuidas lainesabad soltuvad
kiirguse tiiiibist. Nad vaatlesid skalaarse, elektromagnetilise ja lineaarse
gravitatsioonikiirguse multipolmomente norgas Schwarzschildi viljas véikeste kiiruste korral
ning niitasid, et kdigi kolme kiirgusliigi korral on sabaliikme struktuur ihesugune. Mankin,
Laas ja Tammelo iildistasid nende tulemust elektromagnetvélja korral ning néitasid, et see

kehtib suvalises norgas gravitatsiooniviljas ilma piiranguteta laineallika kiirusele [27].

Huygensi printsiibi kehtivuse tingimuste tuletamiseks on kasutatud mitmeid erinevaid
meetodeid. McLenaghan ja Carminati tdestasid, et teatud klassi meetrikate korral kehtib
Huygensi printsiip vaid siis, kui meetrika on konformselt invariantne tasalainet kirjeldava
meetrikaga. Giinther on analiilisinud seda printsiipi Maxwelli vorrandite korral [51, 52], Piir

ndrgas Schwarzschildi viljas [54], Mankin skalaarse lainevdrrandi jaoks suvalises norgas



gravitatsioonivéljas [55]. Kokkuvotlikult on Huygensi printsiipi késitlenud Schimming [8] ja
Giinther [9] oma monograafiates. Bombelli ja Sonego vaatlesid eraldi lainevorrandi selliseid
omadusi nagu Huygensi printsiip, lainesaba puudumine ja lainete levimine piki karakte-

ristikuid ning uurisid nende omaduste ekvivalentsust erinevate lainevorrandite korral [56].

Lainesaba tekkimise pdhjused voiks jagada kolmeks. Seda, et Klein-Gordoni vorrandi
lahendil 4-mddtmelises Minkowski ruumis esineb sabaliige juhul kui mass on nullist erinev,
voib tdlgendada kui massiivsete osakeste litkkumist valguse kiirusest viiksema kiirusega.
Teatud juhtudel soltub sabaliikme olemasolu lainevdrrandi dimensioonist. Néiteks massita
Klein-Gordoni vorrandi korral n-modtmelises Minkowski ruumis esineb sabaliige juhul kui n
on paaritu arv voi kui n=2 [1, 57]. Fiitisikaliselt koige huvipakkuvam pdhjus on aga lainesaba

tekkimine ténu lainete peegeldumisele aegruumi kdveruselt [12, 36].

Lainevorrandi fundamentaallahendi tdpne leidmine on kiillaltki keeruline ja seda on tehtud
vaid teatud spetsiifiliste meetrikate jaoks. De Sitteri universumi jaoks tdi tdpse lahendi dra
Friedlander [7], Bianchi I tiitipi meetrika korral Nariai [58], Ainsaar ja Mankin teatava klassi
Robertson-Walkeri meetrikate korral [59] ning kokkutdmbuva aegruumi meetrika korral
Kumar [60]. Mankin, Tammelo ja Laas on vilja to6tanud algoritmi, mis voimaldab leida
skalaarse ja tensorlainevorrandi tiapset lahendit kdrgemat jarku Greeni funktsioonide kaudu

[61 - 64].

Olulist informatsiooni lainesabade struktuuri ja omaduste kohta on vdoimalik saada aga ka
erinevaid lahendusmeetodeid kasutades. Hadamardi meetodi korral arendatakse sabaliige
ritta maailmafunktsiooni o astmete jérgi ja astmerea kordajad leitakse teatud rekurentsetest
seostest [1, 7]. Seda tehnikat on mitmete lainevorrandite jaoks kasutanud DeWitt [2], Glinther
[9], John [65, 44] ja teised. Selline protseduur digustab ennast valguskoonuse ldhedal, kus
0-0. Seejuures pole vajalik eeldada, et gravitatsioonivili on nork. Naiteks kvantvéljateoorias
kasutatakse regulariseerimisel 1dhestikku asuvate punktide Greeni funktsioone ja nimetatud
meetod on sobiv [66, 67]. Viljade interaktsiooni korral, kus on vaatluse all mittelokaalsed

efektid, tuleb aga kasutada muid 1dhendusmeetodeid.



Uks vdimalik meetod on meetrilise tensori rittaarendus viikese parameetri € jirgi, nii et
suurus ¢ iseloomustab gravitatsioonivilja korvalekallet mingist taustameetrikast. Enamikel
juhtudel on taustaks Minkowski meetrika, st eeldatakse, et gravitatsioonivili on nork. Kui on
teada aga Greeni funktsiooni tdpne avaldis mone Minkowski meetrikast erineva meetrika
korral, voib taustaks votta ka selle (néiteks hiiritus Einsteini vdi de Sitteri universumis).
Norga gravitatsioonivilja ldhendust on erinevate autorite poolt kasutatud elektromagnetvélja
[68], skalaarse vélja [54, 55, 69 - 71 ] ja vektorvilja [69, 72] lainevorrandi
fundamentaallahendi analiilisimisel. John [73] on vastava lihendusmeetodi digsust
kontrollinud sel teel, et leidis Bianchi tiitipi meetrika korral skalaarse lainevorrandi Greeni
funktsiooni rittaarenduse ja néitas, et see langeb esimeses ldhenduses kokku Nariai [58] poolt
leitud tdpse Greeni funktsiooniga. Gravitatsioonilainete analiilisimisel on taustameetrika
rittaarendust kasutanud Thorne ja Kovacs [29]. Aegruumi meetrika rittaarendus on kasutusel

ka antud t60s.

2. Pohieesmirgid.

Kéesoleva t60 eesmirgiks on leida norga gravitatsioonivilja ldhenduses avaldised
kovariantse lainevorrandi fundamentaallahendi sabaliikme jaoks vektorlaine ja Klein-
Gordoni vorrandi korral ning analiiiisida vastavate sabaliikmete struktuuri ja tekkimise

tingimusi.

3. Uurimismetoodika

Arvutuste tegemisel tugineti Friedlanderi poolt esitatud tildistatud funktsioonide kasutamise
tehnikale kovariantse lainevorrandi funamentaallahendi uurimisel [7]. Analiiiis on 14bi viidud
norga gravitatsioonivélja Idhenduses, kasutades meetrika rittaarendust véikese parameetri

jérgi.

4. Eeldatav tihtsus
To66 tulemused voivad omada tdhtsust kompaktsetelt astrofiiiisikalistelt objektidelt saabuva
kiirguse analiilisimisel, samuti ka vaatlustulemuste tdlgendamisel mittehomogeenses

keskkonnas levivate lainete puhul.



5. Sisu lithikirjeldus

T66 koosneb kolmest peatiikist. Esimeses on antud iilevaade metoodikast, mida kasutatakse
lainevarrandi fundamentaallahendi leidmisel ning vastavad lahtevorrandid. Teises peatiikis
on vaadeldud ndrga gravitatsioonivélja ldhendust ning toodud 4ra aegruumi meetrikast
sOltuvate suuruste rittaarendused. Kolmas peatiikk on jagatud kaheks osaks, milles esimeses
tuuakse dra tilevaade artiklis [74] avaldatud vektorlaine fundamentaallahendi ning teises osas

Klein-Gordoni vorrandi fundamentaallahendi analiiiisist [75].

Lopus on kokkuvdte olulisematest tulemustest, kirjanduse loetelu ja inglisekeelne resiimee.
Publikatsioonid on toodud lisas. Tulemused on ette kantud kahel konverentsil ning lisatud on

ka vastavates kogumikes avaldatud teesid [76,77].

6. Tinuavaldused
Autor ténab t60 tegemisel saadud véartuslike nduannete eest juhendajat, Tallinna

Pedagoogikaiilikooli teoreetilise fiilisika professorit Romi Mankinit.



1. Lainevorrandi fundamentaallahend

4-mddtmelises kdveras aegruumis, milleks on pseudo-Riemanni ruum V* signatuuriga

(+,-,-,- ), kirjeldab skalaarse laine u(x) levikut kovariantne lainevdrrand

Lu(x): = Ou(x) +a %(x) V u(x) +c(x)u(x) =fx) , (1)

kus d'Alembertiaan [J=g* (x) V_V,, suurus g“(x) on aegruumi meetriline tensor ja V,
tdhistab kovariantset tuletist ruumis »*. Suurused a “(x) ja c(x) kirjeldavad vastavalt
etteantud vektorvélja ja skalaarset vélja ning omavad mistahes jirku pidevaid tuletisi, st

kuuluvad klassi C” (). Suurus f{(x) on iildiselt distributsioon ja kirjeldab laineallikat.

Lainevorrandi fundamentaallahendi konstrueerimist saab iildjuhul teostada vaid kausaalses
piirkonnas Q = V*, kuna on vaja, et eksisteeriks iiks ja ainult iiks geodeetiline joon, mis
ithendab punkte x ja y. Piirkonda Q nimetatakse kausaalseks, kui leidub geodeetiliselt kumer
piirkond Q,, nii et Q<=0 ning kdigi piirkonda Q kuuluvate punktipaaride x ja y korral on
J (»NJ " (x) hulga Q alamhulk véi tiihi. Siin J *(y) tihistab punktist y ldhtuvat tuleviku
valguskoonust C*(y) koos sisemusega D*(y): J () =C ‘(»)) UD *(y), ja J (x) on sama
punktist x lihtuva minevikukoonuse jaoks: J (x) =C (x) UD "(x). Varrandi (1) lineaarsuse
tottu on vdimalik konstrueerida lahendit ka kdikjal ruumis, kasutades superpositsiooni

printsiipi [2].

Piirkonnas Q omab lainevorrand (1) kahte fundamentaallahendit, milleks on distributsioonid

G " ja G ning mis rahuldavad diferentsiaalvdrrandit
LG (xy)=8'(xy) ,
kus §*(x,y) on Diraci punktdistributsioon ruumis V*: iga ¢ € C, (€) jaoks kehtib

(8*(x,¥), (x)) =@(») . Retardeeritud fundamentaallahend G * kirjeldab punktallika poolt

punktis y kiiratud lainet ja avanseeritud fundamentaalalhend G~ punkti y sissetulevat lainet.
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Fundamenaallalendite G* konstrueerimisel vdib lihtuda Friedlanderi monograafias [7]
toodud metoodikast. Selle jargi saab fundamentaallahendi esitada singulaarse osa ja

re gulaarse oSa summana:

G (xy) = ﬁ (W) (o(x )+ V (x)) -

Suurus o(x,y), mida nimetatakse maailmafunktsiooniks, on 2 punktide x ja y vahelise
geodeetilise kauguse ruudust. Ruumisarnaste intervallide korral on ¢ negatiivne, ajasarnaste

intervallide korral positiivne ja rahuldab vorrandit

ViGVl.G:2(5.

Delta distributioonide §(o(x,y)) kandjateks on vastavalt tuleviku valguskoonus C (y) ja
mineviku valguskoonus C ~(y). Need koonused on siis vastavalt ka fundamentaallahendite
G*(x,y) singulaarse osa kandjateks.

Transportskaalar W(x,y) rahuldab vorrandit

(2V'o V. +(Uo+a iViG - W(x,y)=0, Vx,yeQ,
Wy.y)=1.
Friedlander [7] on ndidanud, et funktsiooni W (x,y)jaoks voib vorrandist (2) saada avaldise

2

1

W(x,y) =yoexp [ a (z(\) 2 dr{ 3)
0

Siin A on afiinne parameeter, mis muutub piki geodeetilist joont yx, nii et z(0) =y ja z(1) =x

r

ning tuletise markimisel selle parameetri jargi kasutame tdhistust z " : =

Biskalaari p nimetatakse van Vlecki determinandiks ja selle vdib avaldada kujul

2
det( d'o N
ox %oy’
o(x,y) = X Il )

g(x) g0

kus g(x)ja g(y) on meetrilise tensori determinandid vastavates punktides.

11



Fundamentaallahendite regulaarsed osad V*(x,y), mida nimetatakse ka sabaliikmeteks,
omavad kandjat piirkondades J*(y). Valguskoonuste sees piirkondades D*(y) peavad

funktsioonid V* rahuldama homogeenset diferentsiaalvorrandit

fVi(x,y):O , (5)

koos dédretingimustega

PV *(x,y):=(2V'oV, +(@c +a 'Vo-2))V “(x) = -LW(x,y),

" ©)
V xeC™(y).

Regulaarse osa leidmisel on aga voimalik kasutada ka integraalvorrandit, mis retardeeritud

osa jaoks omab kuju [7 1k.200]

V(x,y) + 4_1n f V(x,2) LW (z,y) n(z)=- 4—1n f W(x,z2) LW(z,p)0() . (7)
z s

Y

Leray vorm p (z) ja 2-vorm w(z) on defineeritud jargmise seose abil:

do(z,x) A p(2) = do(z,y) Ndo(z,x) Ao(z) = p(2)
kus p(z) on invariantne ruumielement. Kasutatakse jargmisi tahistusi:

Q()::Jf(x)ﬂJ*(y) , Ey::Jf(x)nC ‘o),
L:=C NJ'(), S=C®NCY) .

Mirgime, et 0Q, =X U %, japind S=0X =0% .

Jargmisena toome dra fundamentaallahendite struktuuri vektorvilja korral. Kovariantne

lainevorrand vektorvilja u (x) jaoks omab kuju

fua (x): =gbCVchua +achcub +bab u,=J (x) , 8)
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kus tensorviljad a,°(x), b, (x) kuuluvad klassi C*(€2) ning laineallikat kirjeldav J_(x)

voib iildjuhul olla distributsioon.

Vektorlainevorrandi fundamentaallahendi leidmisel kasutatatakse bitensoreid, mis soltuvad
kahest punktist. Erinevatele punktidele vastavate indeksite eristamiseks kasutatakse allpool
jargmist siisteemi: indeksid a, b, ...h tdhistavad bitensori komponente punkti x jargi, indeksid

i,Jj,..n punktiyjar,s, ... punkti z jargi.
Vektorlainevdrrandi (8) fundamentaallahendid G irai rahuldavad vorrandit
LG, () =g,(xy) 8'(x) .

Suurus gai(x,y) on piki geodeetilist yx toimuva paralleelse transpordi tensor ja rahuldab

diferentsiaalvorrandeid
Vo))V, @) =0, g, ()|, =3, , ©)

kus (g; ()8 (xp), & (x) ) =E(») iga & (x)€Cy () korral.

Nii nagu skalaarsel juhul, koosnevad ka vektorlainevorrandi fundamentaallahendid singulaar-

sest ja regulaarsest osast:

G, ) =) 8otea) 7, 5

Bitensor Wairahuldab transportvorrandit [7 1k 211]

(Zﬁ;ava +(DG—4))Wbi(an/) +a:d0~dWci(x’y):O’ Vx,yEQ,

B (10)
W, (»,y) =9, .

Analoogselt skalaarse juhuga, kus regulaarse osa jaoks oli voimalik kirja panna integraal-

vorrand (7), saab ka vektorlainevorrandi sabalitkme jaoks kasutada vastavat integraalavaldist:

13



Ve [V L e n@ o [ W@ W el -y
z, N

y

Arvutused on tehtud vaid retardeeritud fundamentaallahendite puhul, kuna vastavad
tulemused avansseeritud fundamentaallahendite jaoks on voimalik saada aja orientatsiooni

muutmisega piirkonnas Q. Seepérast jaetakse edaspidi dra tdhistus "+".
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2. Norga gravitatsioonivilja lahendus

Lainevorrandite fundamentaallahendite sabalitkmete leidmisel eeldame, et gravitatsioonivali

on nork ja kasutame meetrilise tensori rittaarendust véikese parameetri € jargi:

g, (x) =g ,(x) +ey (x) +0(e) ,
0 (12)

g(x) :%’“b(X) —ey(x) +0(%)

kus y* =g g[’dyc ,- Parameeter € iseloomustab meetrilise tensori kdrvalekaldumist tasase
0 0

aegruumi meetrilisest tensorist g , . Siin ja edaspidi tahistab indeks 0 tasase aegruumi
0

suurusi.

Kodik suurused, mis sdltuvad meetrilisest tensorist, on samuti ritta arendatud parameetri €
jérgi ja arvutustes piirdume arenduse esimese ldhendusega. Toome dra maailmafunktsiooni ja

transporttensori rittaarendused:

o(x.y) =o(xy) +eo(xy) +0(e%) ,

2, (%)) =%;<x,y) . eg;(x,w +0(e?) .

Norga vilja 1dhenduse korral eeldatakse ka, et lainevorrandites (1) ja (8) esinevad kordajad

on esimest jarku vdikesed suurused:

a‘(x)=e¢ () +0(e) , () =e¢(x)+0(e?) , (13)

a, () =ea, @ +0() . b,/ ()=eb/@)+0() . (14)

Jargmistes arvutustes on kasutatud Lorentzi koordinaatsiisteemi, kus

gab:nafdiag(l,—l,—l,—l) ) (15)

15



Arvestades aga, et tegemist on tensoravaldistega, voime me saadud avaldisi kasutada koigis

koordinaatsiisteemides, kus meetrika jaoks kehtib arendus (12).

Arendades ritta transporttensori jaoks kehtiva diferentsiaalvorrandite siisteemi (9) ja vottes
arvesse, et tasase aegruumi meetrika (15) korral gai(x,y) =0 ; ja Christoffeli koefitsiendid on
0

nullid, T'}_ =0, saame transporttensori esimest jirku viikese litkme jaoks jirgmise integraali:
0

1
gal(xﬂy) :f kgargsl rsrtz' t‘Ndx *
1 ) 0 0 1

Siin oleme integraali all olevate suuruste soltuvust piki tasase aegruumi geodeetilist joont

muutuva parameetri A jirgi mérkinud jargmiselt: [[ f ]] =f(z(V)).

Christoffeli koefitsientide esimest jérku viikesed liikmed I'*, on tensori komponendid
1
tasase-aegruumi meetrika suhtes ja leitakse meetrilise tensori rittaarenduse esimest jarku

litkmete kaudu:
s 1 K ;8
}—‘ rt:E(Y(r;I)_Yrt ) :

Valemite kompaktsuse huvides kasutatakse stimbolit ";" kovariantse tuletise tdhistamiseks
vastava koordinaadi jargi, f.:=V, f, ja imarsulgudes olevad indeksid tahistavad

simmetriseerimist: 4 =4 +4 .
(ab) ab ba

Vaottes vektorlainevorrandis a, *“~0, saame, et Wai = gai W, kus W on ruutjuur van Vlecki
determinandist (4). Kui aga kehtib rittaarendus (14), saadakse Wai jaoks jargmine avaldis

[74]:

W, (xy)=g, +

;‘Zﬂgagg (52.(1-2)R 2" -a, )Ndx.

Viimane valem on kehtiv esimest jarku 1dhenduse tipsusega.
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Norga gravitatsioonivilja (12) korral on Ricci tensor R, esimest jarku viike,
Rab - S}Fab +0 (82) ?

kus suurused R , avalduvad meetrilise tensori rittaarenduse esimest jarku liikmete kaudu:
1
1 c ;C
Yia:c16 T Vb[e :a)) -

Ileab :E

Kandilistes sulgudes olevad indeksite jargi toimub antisiimmetriseerimine, A=Ay =4y,
a a. a

17



3. Lainesaba struktuur ndrga gravitatsioonivilja foonil

3.1. Vektorvali

Tasase aegruumi korral vektorlainevdrrandi (8) fundamentaallahendil regulaarne osa ehk

sabaliige puudub, mis tdhendab, et Huygensi printsiip on rahuldatud. Norga gravitatsiooni-

vilja korral, kui meetrika on ritta arendatud, arendame parameetri € jirgi ritta ka sabaliikme:

V) =e V() +0()
1

Vottes arvesse arendust (14) ja avaldist (3), on voimalik ndidata, et esimest jarku 1dhenduse

tdpsusega taandub sabaliikme integraalvdrrand (11) jairgmiseks integraaliks [74] :

eV (x,y)= ——41 fgj(x,z_) LW zy)o(z) +0() ,
1 T
S

(16)

kus xeD *(y) ja z€S. To6s [74] on leitud integraalis (16) olev suurus L W;i(z_, y) ja saadud

esimest jarku 1dhenduse tdpsusega integraalavaldis sabaliikme V;i jaoks:

V; i(x’y) = _i{

o e, B dX @) o g ¢ 0 )} ,
N

1
o(x,y) &

kus xe D " (y). Siin kasutatakse jargmisi téhistusi:

‘u G(Z )C) Y 1
A =g (2)0"(Cz, —I|R,,-—R_|,
rst grs( ) ( y) G(x,y)( tu; 3 ,ut)
Brst :2Rt[r;s] +ars[u’ i
1 ot
CrSZEgI‘SR_a”Sf +2brs ’

kus R on skalaarne kdverus. Pinna X pinnaelement d%_ on defineeritud jargmiselt:

dX (z) =%\/ -g(2) e, dz Ndz"Ndz"
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kus ¢  on diskriminanttensori komponendid, nii et ¢ ,,, = 1.

Asetades avaldised (18) — (20) valemisse (17) on sabaliikme jaoks saadud ka jargmine

avaldis

1 b
V =- G dX +
) {g( e lgr s(z)] _b

I
A

f (ZR D, +RD, +a-""D,. va_"-2b. )(D(z)}, .
S

st tu

kus

o, @00, ()

o(x,y)
ja G "on Einsteini tensori komponendid, G =R " - 5 g " R. Lorentzi koordinaadistiku (15)

rs

korral langeb valem (21) kokku t66s [72] toodud valemiga.

Toome siinkohal dra mdned olulised tulemused, mis on saadud avaldisi (17) — (21) analiiii-

sides.

1. Sabaliige V', i(x, y)=0 iga xe Q ja yeQ jaoks, kui differentsiaalvorrandi (8) kordajad

rahuldavad jargmisi tingimusi (esimeses ldhenduses):

C 1 e 1
Rab;c _ggabR;C_ER;ab:O s (22)
2Ra[[);c] +abc[d;a;'a] = 0 > (23)
| y )
EgabR ~a,. +2b,=0, VxeQ . (24)

Kasutades avaldist (21), on vdimalik ndidata, et (22) - (24) on samal ajal ka vajalikud

tingimused sabalitkme kadumiseks.
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b

Kui lainevorrandis (8) on vilise vilja allikaks elektromagnetvili, siis aabc =0 ja bab =-R, .

Et niiiid oleks rahuldatud tingimus (24), peab Rab =0, mis on tarvilik ja piisav tingimus
sabalitkme kadumiseks elektromagnetvilja korral. Saadud tulemus langeb kokku t60s [51]

tooduga.

2. Kui tingimused (22) - (24) ei ole rahuldatud vaid maailmatorus I" ja piirkond
D:={x:xeJ " ,ZNI' =D} ei ole tiihi, siis avaldisest (21) jireldub, et sabaliige on null iga
punkti xeD korral.

3. Olgu Einsteini tensoril G, ja suurustel aabc ning bab kandjad vaid maailmatorus I'. Kui

xeD ", kus piirkond
D i={x:ixen (), C'Nrez sNr-of (25)

siis avaldises (21) vordub integraal iile pinna S nulliga ja sabaliige V; i(x, y) on mddratud
ainult vektorviljaga

P(x)= f g (x2)G"(@)dZ () (26)

=Nr

jargmiselt:

V)=, ) (07 (), PP

Kui meetrika rahuldab Einsteini gravitatsioonivélja vorrandeid, v3ib vektorit %P “
A
interpreteerida kui gravitatsioonivélja allikate energia-impulssvektorit tasases aegruumis (%

on gravitatsioonikonstant).

Kasutades sabaliikme jaoks saadud avaldisi, on t60s [74] uuritud elektromagnetilist diipol-
kiirgust ndrga gravitatsioonivélja foonil. On niidatud, et kui on tegemist 10pliku ajavahemiku
t, —t, jooksul kiiratud elektromagnetkiirguse impulsiga, siis kompaktse gravitatsioonivélja
allika korral jouab punktis x asuva vaatlejani algul primaarne impulss kestvusega £, - ¢, ja
seejdrel lainesaba. Primaarse impulsi ja lainesaba vahelise ajavahemiku, pausi, pikkus soltub
gravitatsioonivélja ja elektromagnetkiirguse allikate vahelisest suhtelisest kiirusest ning

samuti allikate asukohast vaatleja suhtes. Néiteks kui gravitatsioonivilja allikas on elektro-
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magnetkiirguse allika taga, on pausi pikkus maksimaalne, kui aga eespool, siis primaarse

impulsi ja lainesaba vahel pausi pole.

3.2. Klein - Gordoni vorrand

Kui skalaarses lainevdrrandis (1) @ “=0 ja c(x) =ER(x) +m?, kus m on mass ja & skalaar-
vélja ning gravitatsioonivilja seost iseloomustav konstant, saame Klein-Gordoni vorrandi

massiga skalaarse vilja jaoks:

LG(x,y):=(0+ER(x) +m?) G(x,y) =8*(x,y) . (27)

Td0s [75] vaadeldakse Klein-Gordoni vorrandit ndrga gravitatsioonivélja foonil, kui kehtib

arendus (12). Vorrandi (27) fundamentaallahendi sabaliiget V otsitakse kujul

V(x,y) = W(x,y) Z(o(x,y)) +e V(x,y) + 0(e?) , (28)
kus
(o) = —% J,(m/26) (29)

ja J, on esimest jirku Besseli funktsioon. Tasase aegruumi korral langeb funktsioon (29)

kokku vastava sabaliikmega, Z(%s) = IO/(x,y).

Peale vorrandite (5) ja (6) rittaarendust parameetri € jargi saame sabaliikme Il/ jaoks jargmise

karakteristlike vorrandite siisteemi:

eLV0ny) = Fep) L, W(xy) . xeD (), G0)

ePV(x,y)=-L,Wxy) , xeC'()
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kus L ,, tahistab massita skalaarse vilja operaatorit, L, : =L -m?. Kuna on teada Klein-
Gordoni vorrandi sabaliikme kuju tasase aegruumi korral IO/, on voimalik lahendada

vorrandite siisteem (30) ning Il/ saab esitada kahe litkme summana:

v=v'«y".
1 1 1

Integraalavaldis esimese litkme jaoks on

£ Il//: —4—lnfLAM W(z,y) o(z) —4—;[ IO/(X,Z) iM W(zy) Hy(Z) . €1y
S z

ja teise litkkme jaoks

1 4n

X QO

ev/--L f V) Ly Wy e) - f V(6,2) Viz.p) L, W(z,y) me2). (32)
z

Analiitisides valemeid (28) - (32), on néha, et kui m =0, siis 11// " ja teine integraal II//
avaldises on nullid. Jarelikult esimene integraal Il/'/ " avaldises (31) kirjeldab massita

skalaarse vilja sabaliiget. Saadud tulemus langeb kokku t60s [55] toodud integraaliga.

Klein-Gordoni vorrandi sabaliikme jaoks saadud integraalavaldisi on t66s [75] analiitisitud

staatilise gravitatsioonivélja puhul, mille korral aeg-ruumi meetriline vorm on kujul

ds?=(dx®)*+ 2o “dx P (33)

Kreeka tdhtedega tihistatud indeksid omandavad véértusi 1 kuni 3 ja 8 soltub vaid

ruumikoordinaatidest x .

Juhul kui kosmoloogiline konstant A vdetakse vordseks nulliga, siis meetrika (33) ei kirjelda

reaalset gravitatsioonivilja, mis peab rahuldama Einsteini viljavorrandeid. Kuid saadud
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tulemusi voib kasutada viljaspool gravitatsioonivilja konteksti, nditeks lainete levikul

mittehomogeenses keskkonnas.

On tdestatud jirgmine teoreem: Kui pseudo-Riemanni ruumi V* meetrika on kujul (33) ja

punktid x,yeQ, vdib Klein-Gordoni sabaliikme esitada jargmiselt:
M) =W 20) + V) + [ [V x.0)] 2o -)ds (34)
0

kus [V(x,y)]= V(x,y)‘ 5., Ja ¥, (x,y) on massita skalaarse vilja fundamentaallahendi
sabaliige. Selline esitusviis lihtsutab sabaliitkme analiiiisi, kuna massita vélja korral on
fundamentaallahendi sabaliige V,, iildiselt lihtsama struktuuriga. Kui ¥, on teada
meetrikaga (33) konformse meetrika jaoks, siis saab sellist ldhenemist kasutada konformselt
invariantse lainevorrandi (1) korral (kui &= - %). Samuti on vdimalik seost (34) kasutada

norga gravitatsioonivélja l1dhenduses.

Jargnevalt ongi t60s [75] vaadeldud norka staatilist gravitatsioonivilja meetrikaga

ds?=(1 +2¥(A)[dx** - (1 -4¥(7))dF?] . (35)

Siin d7* on Eukleidilise 3-ruumi meetriline vorm ja ¥(#) Newtoni potentsiaal, mis rahuldab

vOrrandit
AY(7) =4nnp(7) ,

kus p on gravitatsioonivélja allika massitihedus ja A tdhistab 3-ruumi Laplace'i operaatorit.
Arenduses voetakse arvesse vaid liikmed, mis on vordelised gravitatsioonikonstandi »

esimese astmega.

Kasutades meetrikaga (35) konformset meetrikat

ds? = (dx ) - (1 -4¥(F)) dr*

on niidatud, et sabaliige /" on avaldatav summana
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Vx,y) =W Zo) +V (x.y) ,

kus esimene liidetav on sarnane sabaliikmega Minkowski meetrika korral. Teise liidetava

jaoks on saadud jargmine valem

N

Vi(x,p)= i{choJrfﬂmeuZ(Gs)ds +
S

M (o,q)) + (36)

T 2
+2%f 279 TS Ms,g)| Z(o-s)ds .
o\ sy/g?+2s S

Koma indeksi ees tdhistab osatuletist vastava koordinaadi jargi ning g=x-y. Suurus M(c,q)

tahistab ellipsoidi Zy sisse jadvat massi:

M(o,q)= f p(X ") dZy(X7) , (37)
z,

kus d%, on pinna Zy invariantse pinnaelemendi ajasarnane komponent (vt t66s [75] toodud

joonist).

Mairgime, et gravitatsioonivilja ja skalaarse vilja minimaalse seose korral (£ =0) esimene
liidetav avaldises (36) puudub. Teine liidetav langeb kokku fundamentaallahendi saba-
litkmega massita skalaarse vilja puhul [55] ja viimane integraal on tingitud gravitatsiooni-

vélja ja massiga skalaarse vilja koosmojust.

Suurusel 7 * on sarnaseid omadusi sabaliikmega massita skalaarse vélja juhul. Naiteks kui
gravitatsioonivilja allikad on lokaliseeritud maailmatorus I, siis avaldistest (36), (37)

jéreldub, et ¥ *(x,y) =0 iga punkti xeD korral, kus piirkond D:={x:x eJﬂZyﬂF =D},

Lopuks on t66s [75] vaadeldud juhtu, kui punktide x ja y vaheline ruumisarnane intervall on

oluliselt suurem maailmatoru I" ruumisarnastest modtmetest ning gravitatsioonivélja allikat 4
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voib vaadelda ruumipunktis P " =(x ") asuva punktallikana. Sellisel juhul vastab piirkonnale
D tingimus 0<¢°< |G -7,| +7,, kus ¢ 0=x%-y%ja F,=x " -y. Niiiid eksisteerib punktis

x =(x°,x) sabaliige ainult siis, kui ajakoordinaat rahuldab tingimust x°>y? + ro*+ @ -7,|. See
tadhendab, et ruumipunktis P =(X) asuv vaatleja registreerib peale primaarset impulssi
lainesaba, mis hilineb ajavahemiku At = |G -7,| +r,-q % vorra. Analoogne tulemus
elektromagnetvélja jaoks saadi to6s [74] (vt ka eelmine alapeatiikk). Massita skalaarse vilja

jaoks on sarnasele tulemusele joutud artiklis [55].

Kui ¢°> |G- 7| +r,, siis piirdume vaid minimaalselt seosega gravitatsioonivilja ja skalaarse
vilja vahel (§=0) .,Sellisel juhul esimene liidetav avaldises (36) puudub. Kui niiiid punkt P
asub 3-ruumi piirkonnas o, = % [(|g-7,| + rO)2 -¢?]>0, siis valemitest (36)- (37) saadakse

0 m20+2
+

62

V7(x,y)=-nMgq

)

2
+%Mm2f °'4 TS j(my2(c-s)ds .

s, (c-5) g*+2s

Siit on néha, et juhul &=0 sdltub V" piirkonnas

q°>|G-7)| +ry, ©,>0 (38)
vaid suurustest ¢°, § ja summaarsest massist M. Gravitatsioonivilja allika sisemine struktuur

sellisel juhul saba ei mdjuta.
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Kokkuvote

Kéesoleva t606 eesmérgiks oli analiilisida kovariantse vektorlainevdrrandi ja Klein-Gordoni
vorrandi fundamentaallahendite struktuuri ndrga gravitatsioonivélja korral. Arvutused on 14bi

viidud esimest jirku ldhenduse tépsusega.

T60s jouti jargmiste tulemusteni.
Vektorlaine vorrand.
»  Norga gravitatsioonivilja korral on leitud piisavad ja tarvilikud tingimused sabaliikme

kadumiseks ehk Huygensi printsiibi kehtimiseks (22)-(24).

+  Kui gravitatsioonivilja ja vektorvélja allikad on ruumiliselt lokaliseeritud, siis teatud
aegruumi piirkonnas (25) on lainesaba méératud vaid gravitatsioonivilja allika energia ja
impulsiga (26) - gravitatsioonivilja allika korgemad momendid saba struktuuris ei

kajastu.

»  Lopliku ajavahemiku jooksul kiiratud elektromagnetkiirguse impulss jouab kompaktse
gravitatsioonivélja allika korral allikatest kaugel asuva vaatlejani kahes osas: primaarne
impulss ja hilinev lainesaba, kusjuures hilinemise aeg sdltub vaid allikate suhtelisest

kiirusest ning nende asukohast vaatleja suhtes.

Klein-Gordoni vorrand.
»  Staatilise meetrika korral on Klein-Gordoni vorrandi sabaliige leitav massita skalaarse

vilja sabaliikme kaudu (34).

» QGravitatsioonivilja ja skalaarse vilja minimaalse seose korral koosneb norgas staatilises
gravitatsioonivéljas tekkiv sabaliige kahest osast, millest iiks on massita skalaarse vilja
lainesaba ja teine véljendab gravitatsioonivdlja mdju massiga skalaarse vilja levikule

(36).
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»  Kui gravitatsioonivilja allikat vdib vaadelda punktallikana, siis nagu vektorvélja korralgi
jouab allikatest kaugel asuva vaatlejani peale primaarset impulssi hilinev lainesaba,

kusjuures hilinemise aeg soltub allikate asukohast vaatleja suhtes.
* QGravitatsioonivélja ja skalaarse vélja minimaalse seose korral on olemas aegruumi
piirkond (38), kus gravitatsioonivilja allika sisemine struktuur ei mojuta norgas

staatilises gravitatsiooniviljas tekkivat lainesaba.

Arvutused ja vastavad tulemused on publitseeritud artiklites [74, 75].
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Summary

Retarded Green's functions for wave equations in a weak gravitational field

The fundamental solutions for the vector field equation and for the Klein-Gordon equation in

a curved space-time are analysed. We assumed that the gravitational field is weak and a

perturbational approach could be used.

The purpose of the thesis was to find the fundamental solutions for the wave equations in the

first order approximation.

The following results are obtained.

Vector wave equation

Necessary and sufficient conditions for the validity of the Huygens' principle in the first-

order approximation are (22) - (24).

For the compact sources of the gravitational and vector fields exists the space-time
region (25) where the tail term is determined by the energy-momentum vector of the

gravitational field sources only (26).

When the electromagnetic pulse is generated by the dipole moment during a finite time
interval, an observer receives the primary wave-pulse and after that the tail. The pause
between the two pulses depends on the relative velocity between the sources and on the

positions of the sources in respect to the observer.

Klein-Gordon equation

For the static metric the tail term for the Klein-Gordon equation is simply found by
means of the tail term for massless wave equation (34).

In case of minimal coupling of the gravitational and scalar fields the tail is a sum of the
two terms: first is the tail of the massless scalar field and the second describes the special

action of the gravitational field on the massive field (36).

35



»  If the point-mass approximation for the gravitational sources is applicable then an
observer receives the wave-tail delayed behind the singular impulse by a time. The pause

depends on the positions of the sources in respect to the observer.
* In case of minimal coupling of the gravitational and scalar fields there exists the space-
time region (38), where the form of the tail term is independent on the internal structure

of the gravitational source.

The results of the work are published in [74, 75] and can be used, when the radiation of the

massive astrophysical objects is analysed.
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