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3. INTEGRAALID
Maiidramata integraali moiste

NAIDE 3.1. Kulufunktsiooni ledmine piirkulu jérgi
Olgu meil teada piirkulu

MC=2q+200

Leiame kulufunktsiooni avaldise C(g). Kuna piirkulu on kulufunktsiooni tuletis, MC(g) = C(g)’, tuleb meil leida selline
funktsioon, mille tuletis on 2¢g +200. Selliseks funktsiooniks on

C(q)=¢g%+200g +const ,

kus const on suvaline konstantne suurus ja kulufunktsioonis tdhendab ta piisikulusid. Kuna konstandi tuletis on null, siis
piirkulu avaldises piisikulud ei kajastu ja kulufunktsiooni tdielikuks médramiseks on vaja see konstant méaérata. Piirkulu
avaldise pohjal saame leida vaid muutuvkulu.

NAIDE 3.2. Tarbimisfunktsiooni leidmine tarbimise piirkalduvuse jérgi.
Olgu tabimise piirkalduvus

mpc-9€W 5, 01
dy

JT

kus C(Y) on tarbimisfunktsioon ja Y rahvatulu. Tuleb leida tarbimisfunktsioon, see tdhendab funktsioon, mille tuletis rahvatulu
Y jargi on MPC. Lisaks sellele on teada, et autonoomne tarbimine on 33 iihikut.
Selliseks funktsiooniks on

C(Y)=0,5Y+0,2\/Y+33
Kontrollimikseks tuleb votta saadud funktsioonist tuletis rahvatulu Y jargi.

Funktsiooni F(x) nimetatakse funktsiooni f(x) algfunktsiooniks, kui F(x)’' =£(x). Funktsioooni f(x)
algfunktsiooni leidmist nimetatakse integreerimiseks (integration, antidifferentation).

. diferentseerimine i
algfunktsioon F (x) » funktsioon f(x)
. integreerimine
algfunktsioon F (x) <€ funktsioon f(x)

Kui F(x) on funktsiooni f(x) algfunktsioon, siis on seda ka F'(x) +c, kus ¢ on suvaline konstant, sest
[Fx)+c]' =F(x)+c'=F(x) =f(x)

Seega, kui funktsioonil / on olemas algfunktsioon, siis on tal neid 1dpmatu hulk. Funktsiooni f kdik
algfunktsioonid saame avaldisest F'(x) +c, andes konstandile ¢ kdik vdimalikud vairtused.

NAIDE 3.3. Algfunktsioonid ja nende graafikud
Funktsiooni y =3x? algfunktsioon on y=x?, sest (x*) =3x2. Funktsiooni y =3x? algfunktsiooniks on ka funktsioon

y=x3+1,sestka (x> +1) =3x2. Algfunktsiooniks on ka y=x>-1, sest (x> -1)'=3x2.
Koigi nende algfunktsioonide graafikute puutujad on paralleelsed, puutujate tous on ithesugune (joonis 1).

Funktsiooni falgfunktsiooni F'(x) +c¢ graafik saadakse algfunktsiooni F'(x) graafikust paralleelliikke
abil konstandi ¢ vorra y-telje sihis.
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N

AN

Joonis 1 Erinevate algfunktsioonide graafikud saadakse
paralleelliikke abil

Avaldist F(x) +c, kus F(x)on funktsiooni f(x) algfunktsioon ja c suvaline konstant,
nimetatakse funktsiooni f(x) miAdiramata integraaliks ja tihistatakse kujul f fx)dx:

[ f(x)dx =F(x) +c
kui F(x) =f(x)

Konstanti ¢ nimetatakse integreerimiskonstandiks.

Monede probleemide puhul on teada mingi suuruse muutumise kiirus ja tuleb leida vastav suurus.
Kuna funktsiooni muutumise kiirus on funktsiooni tuletis, siis vastava suuruse leidmiseks tuleb selle
muutumise kiirust integreerida.

NAIDE 3.4. Elanike arvu mudeli leidmine elanike arvu muutumise kiiruse jirgi

Prognoosi jargi kasvab linna A elanikkond ¢ kuu pérast kiirusega 2 + 6\/; elanikku kuus. Leida elanike arvu muutumise mudel.
Lahendus.
Olgu N(¢) vastava linna elanike arv. Elanike arvu muutumise kiirus on siis tuletis aja ¢ jargi:

dN
— =2+64/t
dt Vv

Jérelikult elanike arvu mudel on integraal sellest avaldisest:

N(t):/%dt:f(z c6yi)di=21+41"+ ¢

Kui #=0, siis N(0) =c. Seega integreerimiskonstandi véartuseks on siin elanike arv ajahetkel #=0 ja soltub sellest, milline
konkreetne kuu voetakse ajatelje nullpunktiks.

Diferentseerimine voimaldab leida iimbritsevas reaalsuses toimuva néhtuse, protsessi intensiivsust
(ndit. suuruse muutumise kiirus), kui on teada seda nihtust kirjeldav matemaatiline mudel.
Integreerimine voimaldab leida ndhtust, protsessi kirjeldavat matemaatilist mudelt, kui on teada
nihtuse kulgemise intensiivus, protsessi kirjeldava suuruse muutumise kiirus.
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Integraalid

diferentseerimine

— >

nihtus nihtuse intensiivsus
V

integreerimine

Pohiintegraalide tabel. Mddramata integraali omadused.

23

Lihtudes diferentseerimise pohivalemitest (elementaarfunktsioonide tuletised), voib vélja kirjutada

ka integreerimise pohivalemid.
Niiteks tuletise votmisel

/
xa+1 :xa
a+1

siis
a+1
fx“a’x=x +c,a*-1
a+1
Moningaid pohiintegraale
1. dex=c 2. fadx:ax+c
1 5 xa+1
3. [xdx=—x"+c adx = -
f ) 4.fx dx a+1+c,a¢ 1
1 X
5. [—=dx=In|x| +c 6. [a“dx=2—+c, (a>0, a=-1
fx f Ina ( )
7. fe"dxze“c 8. fsinxdx:—cosx+c
9. fcosxdx:sinerc 10.[ dx —tanx +c
cos’x
Niiteid pdhiintegraalide tabeli juurde:
fSa’x=5x+c )
5
fx4dx:x?+c 4)
-3+1 -2
fidx:fx’3dx=x ve=X o=l ¢ 4)
x3 -3+1 -2 2x?

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga



MAJANDUSMATEMAATIKA II 2.0sa

Integraalid

—

1
- 2

o= [s*as=%

f4"dx=—x+c 6)

“

Maiiramata integraali omadusi
1. Konstandi voib integraali mérgi alt vélja tuua

faf(x)dx:aff(x)dx

[Ve)g()dr = [fwydrs [g(x)ds

2. Integraal funktsioonide summast (vahest) vordub nende funktsioonide integraalide
summaga (vahega)

Niiteid integraalide omaduste kasutamise kohta:

f 3+ 212 dx:3fexdx+2fldx—lfx2dx=3ex+21n|x|—lx3+c
x 2 X 2 6

24

f—3x5+2x—5 dx=f(3x2+ i—%) dx=f(3x2+2x’2—5x’3)dx=3fx2dx+2fx’2dx—5fx Sdx =

X3

sz

1,9 2

=x3-2x" +5x +c

ULESANDED
3.1 Leida jargmised integraalid

a) f—%dx
d) fxédx
g)fgdx

3.2 Leida jargmised integraalid
a) f 3,5dx

@fyw

3.3 Leida jargmised integraalid

a) f(ch2 —\/§+2)dx

b) fx
i/);dx

h)fzsmxdx

@f

3

=X — —
X

3dx

e

MIPJ:—#—)x

e) f(sinx+cosx)dx

mf

e) f%dx

4x3+xdx

3\/;

c) fidx

f) f3exdx

Dfﬂﬁ
X

, a=const

c) fo’ldx

f) fbe”dx, b = const

c)f(%xﬂc x]dx

D[
of

2x2+xd

X +2x +1

x2+1
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5
2 3
VASTUSED 3.1 a) —%xﬂ:;b) %x4+c;c) - 13 +c; d) %x3 +c;e) %\/x4+c;t) 3e*+c;g) 8In|x| +c;h) —2cosx +c;

3x

i) - +c.3.22) 3,5x+c b) In|x| +c; SIn|x|

4
5
‘/;+c f) be*+c 3.3a) x> - 2‘/_ 242x+c;
2x2 5
5

3

3 x 2 2 £2

b) 2x2+i +1n|x| +c; ¢) €, 2 +c; d) .3 +e x——+c €) sinx —cosx +c; 1) \/_ \/_+c
x2 2 5 6 2x

9 T2 ety YT 2 22

20

Konstandi méidramine

Modningate probleemide korral on antud lisaks integreerimist vajavale funktsioonile ka
lisatingimused, nditeks funktsiooni viirtus y, argumendi x, korral. Nendest lisatingimustest on
voimalik méadrata integreerimiskonstandi véartust.

NAIDE 3.5. Konstandi mé#iramine
Naites 3.1 mddrasime piirkulu jargi kulufunktsiooni avaldise konstandi tdpsusega:

C(q)=q?+200g +const

Kui meil on niiteks teada, et koguse 50 korral olid kulud 22500 tihikut, C(50) =22500, saame méérata konstandi vaértuse:
const =C(50) - (50? +200- 50) =22500 - (2500 + 10000) = 10000

Kulufunktsiooniks on niiiild C(g) =¢2+200¢ + 10000

NAIDE 3.6. Konstandi mé#ramine
Niites 3.4 leitud elanike arvu mudel oli N(f)=2¢+4¢*?+¢. Kui me teame, et pracgu on elanike arv 5000 ja vitame praeguse
kuu jaoks =0, siis N(0) =5000. Teiselt poolt

N(0)=2-0+4-02+¢

N()=c

5000 =c

Asendades N(¢) avaldises konstandi selle véirtusega, saame elanike arvu jaoks jargmise mudeli N(f) =21 +4¢>%+5000

NAIDE 3.7. Puhasinvesteering ja pShikapitali muutumine

Olgu praegu pohikapitali suurus 1,5 milj krooni. Sellel aastal on investeeritakse lisaks (puhasinvesteering, net investment)
120 tuh. kr. Igal jargmisel aastal puhasinvesteering suureneb 15%. Kui suur on pdhikapital 5 aasta pérast?

Lahendus:

Puhasinvesteering on ajas muutuv:

1(#) =1,15'-120000

Kui kogu investeering ldaheb pdhikapitali suurendamiseks, siis pdhikapitali muutus aastas (muutumise kiirus) on vordne
puhasinvesteeringuga

10

dK ~1,15"120000
t

Pohikapitali leiame niilid integreerimise teel:
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K(f)= f 1(t)dt

t
K(t):fl,IS’-120000dt:120000f1,15’dt:120000 LIS

In1,15

+c

Integreerimiskonstandi médiramiseks arvestame, et praegu (#=0) on pohikapitali suurus 1,5 milj. kr:

- 1,15°
1500000 = 120000 +
nl,15
1
nl,
1500000 =859000 +¢
641000 =c

c

1500000 =120000

+cC

Pdhikapitali avaldis on niitid

t
K(t) =120000—12
In1,15

B

+641000

Viie aasta parast

5
K(5) =120000—11
il

>

+641000=2370000

Vastus: Viie aasta pérast on pShikapital kasvanud 2,4 milj. kroonini.

ULESANDED
3.4 Piirkulu on MC =25+30¢ -9¢? ja piisikulu on 55 iihikut. Leida

a) kogukulu;

b) keskmine kulu tihiku kohta.
3.5 Piirtulu on MR=60-2¢q -2¢”. Leida

a) kogutulu;

b) noudlusfunktsioon.
3.6 Jalgrattaid tootva firma analiiiitikute prognoosi jargi muutub ndudlus ajas, nii et # kuu parast ostetakse iithes kuus
5000 + 60\ﬁ jalgratast hinnaga 80 +3 \ﬁ dollarit tiikkk. Kui suur on jalgrataste miiiigist saadav kogutulu 16 kuu jooksul?
3.7 Analiiiis nditab, et toote A piirkulu on 6 +1 krooni toote kohta, kui tootmismaht on ¢g. Esimese tooteiihiku tootmisel on
kogukulu (koos piisikuludega) 130 kr. Kui suur on kogukulu esimese 10 tooteiihiku tootmisel?
3.8 Firma X piirkasum on 100 -2 ¢ dollarit tooteiihiku kohta, kui tootmismaht on ¢. Kui 10 iihiku tootmisel on kasum 700
dollarit, milline on firma maksimaalne voimalik kasum?
3.9 Puhasinvesteeringu muutumist ajas kirjeldab funktsioon 7(£) =140¢3'* ja pdhikapitali suurus ajahetkel #=0 on 150 ithikut.
Leida pdhikapitali muutust kirjeldav funktsioon.
3.10 Puhasinvesteeringu muutumist ajas kirjeldab funktsioon 7(f) =60¢'/3
Leida pohikapitali muutust kirjeldav funktsioon.

3.11 Tarbimine C sdltub sissetulekust Y. Piirtarbimine (marginal propensity to consume) on tarbimise muutus sissetuleku

tthikulise suurenemise korral (tarbimise muutumise kiirus): MPC = % Leida tarbimisfunktsioon, kui piirtarbimine on 0,8

ja pohikapitali suurus ajahetkel #=1 on 85 iihikut.

ithikut ja sissetuleku puudumisel on tarbimine 40 ihikut.

3.12 Linnas A on rahvaarvu kasvamise kiirus 4 +5¢%3 elanikku kuus, kus ¢ on kuude arv alates praegusest. Kui praegu on

linna elanike arv 10 000, kui suurt rahvaarvu prognoositakse 8 kuu parast?

VASTUSED 3.4 a) TC=25¢ +15¢%-3¢>+55,b) AC:25+15q—3q2+£ 3.52) TR:6Oq—q2—§q3,
q

b)p=60-¢ —%qz. 3.6 7 267 840 dollarit 3.7 436 kr 3.8 $2300 3.9 K =80¢7/4+150.3.10 K =45¢*3 +40

3.11 C=0,8Y+40. 3.12 10128 elanikku.
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Muutuja vahetus médramata integraalis

Liitfunktsiooni tuletise votmise reegli jargi, kui y=f () ja u = f (x), siis

dy _dy du
dx du dx

Niiteks funktsiooni y(x) =(x? +3x +5)° diferentseerimiseks vdib votta y(u) =u° ja u(x)=x2>+3x+5.
Niid

D gy g2, 30 ,580x +3)
dx dx

Liitfunktsiooni tuletis on korrutis, kus esimest tegurit vdib vaadelda mitte tuletisena, vaid lihtsalt
mingi funktsioonina abimuutujast u:

du
g(u) -

Kui integraalialuse avaldise saab esitada sellise korrutisena, on voimalik liitfuntsiooni

diferentseerimise reeglit kasutada vastupidi, integraali leidmisel. Selleks kasutatakse seost

ﬂdxzdu

dx

Muutuja vahetus méiiramata integraalis

f 2(u) % dx= f g(u)du

Integreerimine iile muutuja x asendatakse integreerimisega iile muutuja u.

Niiteks, kui on vaja leida integraali f 9(x 2 +3x+5)%(2x +3)dx, siis

g du
/é(xifit5)8 wdx =/§(u)%dx:/g(u)du +C =/§u8du % re :(x2 3y +5)9 ‘e
u au
dx

Muutujavahetus voimaldab integraalialust avaldist tihti lihtsustada ja seejérel kasutada
tabeliintegraale.

Muutuja vahetust saab kasutada, kui

> integraalialune avaldis on kahe teguti korrutis

ja

> iiks tegur on teises teguris sisalduva avaldise tuletis.

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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NAIDE 3.8. Muutuja vahetus misramata integraalis. Leida f x3e¥ 2 gx.

Valime u=x*+2. Votem tuletise % =4x3 jaavaldame dx = d—3 Niid
X

ULESANDED
3.13 Leida jargmised integraalid ja kontrollida saadud tulemust diferentseerimise teel.

a) f(2x+6)5dx b) f\/mdx c) fel”‘dx
d) fxe"zdx €) ft(t2+1)5dt f)fxz(x3+1)3/4dx

o [ 2° 4 b [Ge )+ 2x+5)%ds i) [
y3+1 (4x3+7)
3.14 Leida jargmised integraalid ja kontrollida saadud tulemust diferentseerimise teel.
4 3
a) f 53x +412x +6 dx b f 2314 3 - du ) flnSx
x> +5x7+10x +12 (u”-2u+6)
d)f 1 dc )foln(x +1)d f)f6x +4x +10 d
x(Inx)? x<+1 (x3+x%+5x)°

3.15 Leida funktsioon, mille graafiku puutuja tous igas punktis onxy/x? +5 ja graafik lébib punkti (2; 10).

3.16 Peale istutamist kasvas puu kiirusega 1 + meetrit aastas, kus ¢ on aeg aastates. Kahe aasta parast oli puu korgus 5

t2+1
meetrit. Kui kdrge oli puu istutamise ajal?
3.17 Prognoositakse, et ¢ aasta pirast kasvab N linna rahvaarv kiirusega e %%/
arv 50 miljonit, kui suur oleks see siis 10 aasta pérast?
3.18 Los Angeleses oli kell 7.00 osooni kontentratsioon dhus L (£)=0,25 osakest miljoni kohta (ppm - parts per million).

0,24 -0,03¢

V36 +16¢-12

miljonit elanikku aastas. Kui praegu on elanike

Ilmateade jargmiseks 12 tunniks ennustab, et ¢ tunni parast muutub osooni kontsentratsioon kiirusega L (£) =

osakest miljoni kohta tunnis.

a) Avaldada osooni kontsentratsioon funktsioonina ajast z.

b) Millal saabub osooni kontsentratsiooni maksimum ja kui suur see on?
3.19 Toopingi vadrtuse kahanemise kiirus sdltub to6pingi vanusest. Kui to0pingi vanus on ¢ aastat, siis vadrtus muutub

1

kiirusega -960e > krooni aastas.

a) Avaldada t60pingi védrtuse soltuvus to0pingi vanusest ja algvéartusest.

b) Kui algselt oli t60pingi védartuseks 5200 krooni, milline on selle véartus 10 aasta pérast.
3.20 Uhes USA piirkonnas maksab broileri kilo 3$. Prognoos iitleb, et ¢ néidala pérast muutub hind kiirusega 34/¢+1 senti
nddalas. Kui palju maksab broiler 8 nédala parast?

VASTUSED 3.13 a) i(2x+6)6+c;b) l(4x—l)3/2+c;c) el ¥+c;d) %e +c;e) —(t +1)%+¢; f) (x +1)"+c

ln\x +1] +¢; h) (x +2x +5)B3 +¢; ) S N +c.3.14 a) gln\x5+5x4+10x+12| +c;
12(4x3+7) 5
3 1 2 1 2 1
b) —— ——— | +c¢;0) —(lnSx) +c;d) ———+cje) — [ln(x + D] +e; ) ~—————— +¢
2\ u?-2u+6 2 Inx (3 +x2 + 5x)

3
2

3.15 f(x) = —(x2 +5)2 +1 3.16 2,2 meetrit 3.17 61,07 miljonit 3.18 a) L(¢)=0,03y/- t2+16¢+36 +0,07 b) Kell 15.00; 0,37

ppm. 3.19 2) V(1) =4800e ° -4800 + ,, b) 1049,61 kr. 3.20 3,52 $/kg.

Ositi integreerimine

Uks laialt kasutatav integreerimise vdte, mis vdimaldab komplitseeritud integraali leidmist taandada
lihtsama integraali leidmisele, on ositi integreerimine. Ositi integreerimise valemi saamiseks
lahtutakse korrutise diferentseermise valemist.
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Olgu u =u(x) ja v=v(x) diferentseeruvad funktsioonid mingis piirkonnas X, siis ka korrutis uv on

diferentseeruv selles piirkonnas, kusjuures korrutise diferentseerimise reegli jargi
d(uv) du dv
- = yv+y—
dx  dx dx

Selle pdhjal
duv)=duv+udv

Avaldame siit korrutise u dv
udv=duv)-duv=duv)-vdu

Kui niilid on vaja leida komplitseeritud integraali, mida saab esitada kujul f udv, siis

fudv:fd(uv) —fva’uzuv—fvdu

Ositi integreerimine
Kui u =u(x) ja v=v(x)on diferentseeruvad funktsioonid ning leidub f v du, siis leidub

ka f u dv, kusjuures

fudv=uv—fvdu

NAIDE 3.9. Ositi integreerimine. Leida integraal f Inx dx.

Valides u =Inx ja dv=dx, saame du = dx jav= f dx =x (intergreermiskonstanti pole vaja siin lisada, see lisatakse
X

1&pptulemusele). Niiiid ositi integreerimise valemi jérgi

flnxdx:uv—fvdu:xlnx—fx@:xlnx— dx=xInx-x+c
x

NAIDE 3.10. Ositi integreerimine. Leida integraal f xe*dx.
Valides u =xja dv=e “dx, saame du =dx ja v= f e dx = e™. Niilid ositi integreerimise valemi jargi

fxexdx:uv—fvdu:xe"—fexdx:xex—ex+c:ex(x—1)+c

NAIDE 3.11. Ositi integreerimine. Leida integraal f x2cosxdx
Valides u =x%ja dv =cosxdx, saame du =2xdx ja v = f cosxdx =sinx. Niiiid ositi integreerimise valemi jérgi

fxzcosxdx:uv—fvdu :xzsinx—fo sinxdx

Viimase integraali leidmiseks kasutame jdllegi ositi integreerimise valemit. Valides u =xja dv =sinxdx, saame du =dx ja

V= f sinxdx = —cosx. Niiiid ositi integreerimise valemi jargi

fx sinxdx =uv —fvdu = -XCOSX —f(—cosx)dx = -XCOSX +fcosxdx = -XCOSX +sinx +c¢

Asetades saadud tulemuse eelmisesse valemisse, voime kirjutada

fxz cosxdx =x?sinx - 2(-xcosx +sinx +¢) =x?sinx + 2xcosx -2sinx - 2¢ =sinx (x> -2) + 2xcosx +c *

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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kus ¢ * = -2 ¢ on samuti suvaline konstant.

ULESANDED

3.21 Leida integraal, kasutades ositi integreerimist.

a) fx(x+l)8dx b) f(l—x)exdx c) ftantdt

d) fxe’xdx e) fln—xdx f)fx3e’“2dx

g) f6xe’”7dx h) fl6xe’(’”9)dx i) fxzez"dx

3.22 Leida integraal, kasutades ositi integreerimist

a) [15x(x+4)dx b) dx c) X dx
f f(x 8)° f(x—l)z

3.23 Leida funktsioon, mille graafikule suvalises punktis tdommatud puutuja tdus on (x +1)e ™ ja mille graafik 14dbib punkti
(1;95).
3.24 ¢ sekundit peale litkuma hakkamist on objekti kiirus te
ajast.
3.25 Kohalik omavalitsus algatas kampaania raha kogumiseks heategevusfondi. ¢ nidala mdodudes lackus fondi 2000¢e
krooni nddalas. Leida, kui palju raha lackus fondi esimese 5 nddala jooksul.
3.26 Kasutades ositi integreerimist, ndidata et

f (Inx)"dx =x(Inx)" -n f (Inx)" ' dx

2 meetrit sekundis. Avaldada l4bitud teepikkus funktsioonina

-t/2

3.27 Kasutades ositi integreerimist, néidata et
n

fx”e“xdx* 1x"e‘” fx"’le“’“dx, kus a,n =const
a a
VASTUSED

3.21 ) %(x+1)9(9x—1)+c,b) Q2 -x)e*+c,0) %tz(ant—%J ve,d)-(x+ e Fie,e) —~(nx+1)+c,
X

f) %(xz—l)ex2+c, g) 6xe™ 7 -6e*"7 +c,h) -16xe “N-16e D+ i) %xze2x—%xez"+lez’“+c.
3.22a) 6x(x+4)5/2 (x +4)2 +¢,b) L +c,¢) X +5ln|x-1] +c.
(x- 8)2 x-8 x-1

3.23 fix) = —(x+2)e’x+5 +3e71.3.24 s()=-2(t+2)e " +4.3.25 5701 kr.

Integraalide tabelid

Erinevate integraalide leidmiseks on abiks integraalide tabelid. Integraalide tabelites tdhistavad tihed
a, b ja n konstante. Tabeleid kasutatakse koos muutuja vahetuse ja ositi integreerimise meetoditega.

1

NAIDE 3.12. Integraalide tabelite kasutamine. Leida f de
x(3x -

Asendades valemis 6 konstandi a = -6 ja b =3, saame

X
3x-6

+C

f;dx: Ly
x(3x-6) 6



MAJANDUSMATEMAATIKA II 2.0sa

Integraalid

2.11

Integraalide tabelid
Integraalid, mis sisaldavad avaldist a +bx

1. faxfzx:#[a+bx—aln]a+bx\]+c

x2dx 1 2 2

=——[(a+bx)"-4a(a+bx)+2a"Inja+bx|] +c

2.
a+bx 2p3

a

+C

[ xdx 1
(a+bx)> b?

+In|a +bx|
a+bx

xdx 2
=———(bx-2a)ya+bx+c
4. f,/a+bx 3b°

5 fL=iln +c, a>0
xyfa+bx ya |Ja+bx+ya
dx 1 X
— —="1In +c

6. [x(a+bx) a |a+bx

7 fL:__l l+éln X +c
x*(a+bx) a |x a |a+bx
dx _—1| a+2bx  2b X

8. f =— +~—1In +c
x2(a+bx? a*lx(a+bx) a |a+bx

Integraalid, mis sisaldavad avaldist ya? +x?
2
9 f\/az+x2dx=§\/a2+x2+%ln\x+\/a2+x2|+c

10. f—af)ixz = ln|x+\/m\ +c

dx B X ie
12. f 2, 2302
(a”+x7) a?ya®+x?
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7
13. fxz a’+x2dx= %(a2 +2x2)\/a2+x2—%ln|x+\/a2+x2| +c

Integraalid, mis sisaldavad avaldist ya?-x?

vaz—x2+a

14. fL:_—lln

+C

ia?_x2 d X
dx ya?-x?

15. | =t -c
x2ya®-x? ax

16. [ dr L larxl.,
at-x? 2a |a-x

aﬂ/az—x2

X

+C

17. fimz_xzdxﬂ/az ~x?-aln
X

Integraalid, mis sisaldavad avaldist yx2-a?

18. f xz—azdngvxz—az—%zlnh +\/x2—a2|+c

19. f“ngazdx: _°x2_a2+ln|x+\/x2—a2|+c
X X

20. f——ijja? “infx 7]

Integraalid, mis sisaldavad avaldisi e® ja Inx

21 xe”dx:i(ax—l)e“x+c
. 2

22 flnxdx =xIn|x|-x+c

dx
— =In|Inx| +¢
23, fxlnx | Inx |
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n+1 n+1

n+l
24. fx”lnxdx:x (lnx— )+c, n+-1

Taandamisvalemid

25 |x e‘”dx=—x e™ - f e“dx

26. f (Inx)"dx =x(Inx)" - n f (Inx)" 'dx

27. [x"ax+bdv=—=—

”(ax+b)3/2—nbfx”’ly/ax+bdx , nvﬁ%

a(2n+ )

dx.

NAIDE 3.13. Integraalide tabelite kasutamine. Leida f
6-3x2

Kui x? ees olev kordaja oleks 3 asemel 1, saaksime kasutada valemit (16). Seega oleks sobiv integraalialune avaldis kirjutada

kujul

Kasutades niiiid valemit (16), kusjuures a =‘/§
f l dx = l 1 dx = l L ln @ +
6 -3x? 30 2-x2 3{ 242

2

:ﬁln

12

V2 +x
V2 -x

+c

NAIDE 3.14. Integraalide tabelite kasutamine. Leida integraal f 1 dx
V4x2-9
Et kasutada valemit (20), kirjutame integraalialuse avaldise timber
1 B 1 1

f4-9 J4(x2—%J Z\sz—%

~ e 9
Vottes niiiid a? = Z , saame

dx=— x——ln +c

[ RS-
4)62* 2 2 4

NAIDE 3.15. Integraalide taandamisvalemite kasutamine. Leida integraal [x*e > dx.

Kasutades valemit (26), kus n=3 ja a=5, saame

fx3e5xdx:ix3esx—§fx2e5xdx
5 5

Kasutades sama valemit veel kord, vottes niiiid #=2 , leiame paremal pool oleva integraali
f e>dx=— xzesx 2fxe5xdx
5 5
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Paremal pool oleva integraali leidmiseks tuleb veel kord rakendada valemit 26 , vottes n=1:

[xeSxdx:lxes"—lfesxdx:lxesx—l lesx +c
5 5 5 515

Vottes koik tulemused kokku, saame

fx3esxdx:%x3es"é{lxzeh% xe>dx

515
:lXSeSX_ 3 X2 5x+£ _xe5r i leSX -
5 25 25|35 515
_|L 3_i 25 6 —i Xie
5 25 125 625

ULESANDED
3.28 Leida alljérgnevad integraalid, kasutades integraalide tabeleid.

)f xdx b) f\/x2—9dx c) f—“‘b:z&dx

3-5x
d tdt
¥ f(9+2j§2)3/2 )fx(2+3x) g fm
o[ ﬁ ) e du i [(neyds
j) [x2e®dx k) fx%/ﬁdx 1) ft3\/mcit
VASTUSED
3.282) i(3—5x—31n|3—5x\)+c;b) im—gln\wm\ ) 2[ _%\JT_%HH M xz_%] re;

ce)—l

dy X ‘ i) f—(5t+8),/4 Siic:g) \/_1n\4\/§+3”
9@ 2+3 43 -3u

2 3
i) x(Inx)* - 3x(Inx)? + 6xInx - 6x +c; j) e(’x( 1 _x +x_) +e;k) 45+ [ 400 _ 40x | 2x7 +ZL}

108 18 6 7203 1029 49 7
3
1 3.3 3., 6
) =—Q2¢r+1 trP-=t"+—t-2
) 9( ) ( L J

+c; h) f%(3w+1)e’3w+c

Mitteelementaarsed integraalid

Mitmete elementaarfunktsioonide algfunktsioonid ei ole elementaarfunktsioonid ning vastavaid
funktsioone ei saa tavaliste meetoditega integreerida. Selliste funktsioonide integraale nimetataks
mitteelementaarseteks integraalideks.

Moningad neist

fe = gy X f\/l +x3dx

Inx

[ % dx [n(sinx)d [ SinX g

X

f (sinx)?dx f J/sinx dx f e Aretan gy

2.14

Kdigi nende integraalide korral on algfunktsioon mingi funktsioon, mis ei ole avaldatav 16pliku arvu

elementaarfunktsioonide kombinatsioonina.

Naiteks funktsiooni e ’xzalgfunktsiooni nimetatakse Gaussi funktsiooniks ja seda kasutatakse viga

laialdaselt statistikas ja tdendosusteoorias normaaljaotuse uurimisel.
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Maiératud integraal

NAIDE 3.16. Mératud integraal. Rahvaarvu muutus

Analiiiis nditab, et teatud piirkonna rahvaarv kasvab kiirusega 2 + 6\ﬁ elanikku kuus, kus ¢ on kuude arv alates praegusest. Kui
palju kasvab rahvaarv jairgmise 4 kuuga?

Olgu N(f)rahvaarvu sdltuvus ajast. Rahvaarvu muutumise kiirus on siis ? =2+ 6\/}, mida integreerides saame rahvaarvu
t

sOltuvuse ajast:
N(?) :f(z +64/t)dt=2t+413 +¢

Rahvaarvu muutus jargmise 4 kuu jooksul on
NM@)-N@0)=(2-4+4-42+¢)-(2:0+4:0*2+¢) = (40 +¢) - (0 +c) =40

Vastus: Jargmise 4 kuu jooksul kasvab rahvaarv 40 inimese vorra.

Olgu meil teada mingi suuruse F(x) muutumise kiirus f(x) = % ja soovime leida, kui palju muutub
X

F, kui argument x muutub vahemikus [a,b]. Selleks on meil vaja leida integraal F(x) = f f(x)dx ning

seejarel muutus F(b) - F(a). Seda vahet nimetatakse méédratud integraaliks ja tihistatakse
b

f f(x)dx. Argumendi véértusi a ja b nimetatakse integreerimisradadeks .

a

Miadaratud integraal
Olgu funktsioon f'(x) integreeruv 1digul [a; b] ja leidugu tal sellel 15igul algfunktsioon
F(x). Siis médratud integraal radades a-st b-ni

b
f f(x)dx =F(b) - F(a)

Seos on tuntud ka Newton-Leibniz’i valemina.
b
Maiiratud integraali arvutamisel kasutatakse vahe F'(b) - F'(a) tdhistamisel tihti tdhistust ' (x)| voi1
a
b

tahistust | F(x)

a

NAIDE 3.17. Méiratud integraal. Kulude muutus
Kulude analiiiis niitab, et tootmiskoguse ¢ korral on piirkulu 3 (¢ -4)* krooni ithiku kohta. Kui palju suurenevad kulud, kui

tootmismaht suureneb 6 tihikult 10 thikuni?

Olgu meil C (g) kogukulud ¢ tihiku tootmisel. Piirkulu on siis MC = % =3 (g -4)? ja kulude muutus toomismahu muutudes 6
q

tihikult 10 tihikuni
10

10
C(10) - C(6) :f3(q -4Ydg=(q-4)*| =(10-4)-(6-4)’=216-8=208
6 6
Vastus: Tootmismahu suurenemisel 6 {ihikult 10 ithikuni suurenevad kulud 208 krooni.
NAIDE 3.18. Méiratud integraal. Noutava koguse muutus

Turuanaliilis nditab, et bensiini ndutav kogus kasvab eksponentsiaalselt 5% aastas. Kui praegu on ndutav kogus 4 miljonit liitrit
aastas, kui palju suureneb ndutav kogus jargmise 3 aasta jooksul?
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Olgu g () ndutava koguse soltuvus ajast ¢, kus aega mdddetakse aastates alates pracgusest. Noudluse muutumise kiirus on siis
dgq
—~ =4e

) 0.05¢_ Jirelikult jargmise 3 aasta jooksul kasvab ndutav kogus
t

3 3
q(3)-4(0) :f4e°’05’dt:8060’°5’ =80(e® -1)=12,95
0
0

Vastus: Jargmise 3 aasta jooksul kasvab bensiini ndutav kogus 12,95 miljoni liitri vorra.

ULESANDED

3.29 Leia jargmised maératud integraalid
-1 5

1
a) f(x4—3x3+1)dx b) f(3x5—3x2+2x—l)dx ¢) f(2+2t+3t2)dt
0 0 2

In2

9

1 1 1 _
d) t-—|dt Y [ 1+—+— | d 0 [ (e'-e)dt
-3 o) e

1
2

6 2

o [Lla hy [x2(x - 1)dx i) [(x-4)dx
f { [

3.30 Analiiiis niitab, et # kuu pérast kasvab maakonna rahvaarv kiirusega 5 +3¢%/3

jérgmise 8 kuu jooksul?

3.31 ¢ minutit peale liikuma hakkamist on objekti kiirus 5 +2¢+ 3¢ meetrit sekundis. Mitu meetrit libib objekt teise minuti

jooksul?

3.32 Toopingi turuvéirtus kahaneb 10 aasta jooksul, kusjuures vdirtuse kahanemise kiirus muutub. Kui t66pinki on kasutatud ¢

aastat, siis véartus kahaneb kiirusega 220 (¢ - 10) krooni aastas. Kui palju kahaneb to6pingi véirtus teise aasta jooksul?

elanikku kuus. Kui palju kasvab rahvaarv

3.33 Anaiiiis niitab, et ¢ tundi peale uste avamist kell 9.00 siseneb kaubamajja 4 (¢ +2)° + 54 (¢ +2)? ostjat tunnis. Mitu ostjat
siseneb kaubamajja kella 10 ja 12 vahel?

3.34 Tootmismahu ¢ korral on ettevdtte piirkulu on 6 (g —5)* krooni ithiku kohta. Kui palju suurenevad kulud, kui tootmismaht
kasvab 10 iihikult 13 tihikuni?

3.35 Naftapuuraugu omaniku hinnangul vdimaldab puurauk pumbata 2 aasta véltel 400 barrelit toornaftat kuus. Praegu on
toornafta hint 18$ barreli eest ja hind peaks tdusma keskmiselt 3 senti kuus. Kui suur on puuraugust saadav kogutulu?

3.36 Prognoosi jirgi suureneb talupidaja viljasaak iga pievaga 0,372 +0,6¢+ 1ts vorra. Kui palju suureneb saagi koguviirtus
jérgmise 5 pédeva jooksul, kui teravilja hind on konstantselt 20 krooni tsentneri kohta?

3.37 Analiiiitikud prognoosivad, et nafta ndudlus kasvab eksponentsiaalselt kiirusega 10% aastas. Kui praegune ndudlus on 30
miljardit barrelit aastas, kui palju tuleks naftat toota jirgmise 10 aasta jooksul?

3.38 Toote noudlus kasvab prognoosi kohaselt eksponentsiaalselt kiirusega 2% aastas. Praegune ndudlus on 5000 iihikut aastas.
Toote hinna muutust pole ette néha, see jadb tasemele 400 krooni iihiku eest. Kui suurt tulu voib tootja oodata jargmise kahe
aasta jooksul?

3.39 ¢ tundi peale toopédeva algust toodab keskmine t66line 100ze
kell 8.00, kella 10-st kuni kella 12-ni?

=05 tk tunnis. Mitu toodet toodab todline, kes tuleb tdole

VASTUSED
9 7 .40 8 . 2 16 . .
3.29) —53b) 230) 144d) =25e) Z+In3=37653;0) 0 ¢) ~23h) 252 ) - . 3.30 98 elanikku. 3.31 900 meetit.

3.32 1870 kr. 3.33 1220. 3.34 774 kr. 3.35 176256 $. 3.36 500 kr. 3.37 515,5 miljardit barrelit. 3.38 4,081 milj. kr. 3.39 ca
132 tk

Madratud integraal kui kGvera-alune pindala

Olgu meil funktsioon y =f{(x), mis on pidev 16igul [a; b], s.t funktsioonil pole selles piirkonnas
katkevuspunkte. Leiame selle funktsiooni graafiku alla jddva kujundi abBA pindala S (joonis 4a).
Jagame 10igu [a; b] n vOrdseks osaks laiusega Ax ja tdhistagu x; i-nda 1digu alguspunkti. Seejérel
joonistame # ristkiilikut, nii et iga i-nda ristkiiliku alus oleks vastav 16ik alguspunktiga x; ja ristkiiliku
korguseks vastavalt y, =f(x,) (joonis 4b).

i-nda ristkiiliku pindala on S; =f(x,) Ax ja kujundi abBA pindala on ligikaudu vordne ristkiilikute

pindalade summaga:
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y y y
A A A
A B
5 =d
a b>x a=X, X, X; Xy b=;c,: x x
a) b) ©)

Joonis 4 Kovera alla jddva pindala ldhendamine ristkiilikutega

Kui me suurendame ristkiilikute arvu n, siis ristkiilikud muutuvad kitsamaks ja 1dhendus paraneb
(joonis 4c). Kui n -, siis ristkiilikute laius Ax~ 0 ja ristkiilikute summaarne pindala liheneb

kujundi abBA pindalale, Y S-S

i=1

n
Piirvédrtust lim Z Jf(x;) Ax; nimetatakse funktsiooni y =f(x) méératud integraaliks
Ax-0i=1

rajades a-st b-ni:

Ax-0i=1

n b
lim Y f(x)Ax,= f f(x)dx

Uleminekul piirile asendatakse

> summeerimine integreerimisega, Z - f ;
> 16plikud muudud 16pmatult viikese muuduga, Ax - dx
> diskreetsed f védrtused pideva funktsiooniga, flx;) - f(x)

n

Summa Z Jf(x))Ax; on tuntud ka Riemanni summana ja miératud integraali nimetatakse seetdttu
i=1
ka Riemanni integraaliks.

Maiiratud integraali tihistuse vottis kasutusele prantsuse fiiiisik ja matemaatik Fourier (1768-1830), kusjuures integraali
stimbol | on ndhtavasti saadud ladinakeelse sdna “Summa” algtéhe S stiliseerimisel.

b
Miiratud integraali geomeetriline tihendus: integraal f f(x)dx on vordne sellise kdverjoonelise

a

trapetsi pindalaga, mida piiravad sirged y = 0, x = a, x = b ja joon y = f(x).
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NAIDE 3.19. Pindala leidmine mé#ratud integaali abil. y A
Olgu meil kolmnurk, mis on piiratud sirgetega y =0, x =2 ja joonega y = 2x (joonis 5). Leiame selle (2;4)
kolmnurga pindala, kasutades méiratud integraali. Arvestame, et selle kolmnurga pindala on joone ’

v =2x alla jadv pindala vahemikus x = 0 ja x = 2. Seega integreerimisradadeks on 0 ja 2:
2 2
S:f2xdx:x2 =4 y=2x

0

0

Teiselt poolt voib pindala leida, kasutades valemit kolnurga pindala leidmiseks:

5= alus - korgus _2-4 4

2 2 >
(0;0) (2;0) x
Joonis 5
NAIDE 3.20. Pindala leidmine méératud integraali abil
Leida sellise kujundi pindala, mis on piiratud kdveraga y = -x*+4x -3 jax y A
teljega (joonis 6).
Leiame punktid, kus kdver 16ikab x telge. Nendes punktides y = 0 ja jarelikult — 2 _
tuleb lahendada ruutvorrand y=x+4x-3
-x?+4x-3=0
x?-4x+3=0
o 7 N—>
Kasutades taandatud ruutvorrandi lahendivalemit 1 3 x
Joonis 6

x=2+422-3=2+1, x,=1; x,=3.

Niilid, kasutades méératud integraali
3

S:f(—x2 +4x -3)dx =
1

SN

3
Lo 3n| =(9+18-9) - - 1423
3 1 3

ULESANDED

3.40 Leida kujundi R pindala, kui
a) R on kolmnurk, mis on piiratud joonega y =4 - 3x ja koordinaattelgedega;
b) R on ristkiilik, mille tipud asuvad punktides (1; 0), (-2; 0), (-2; 5), (1; 5);
¢) R on piiratud joonega y = \/);, joontega x =4 ja x = 9 ning x-teljega.

VASTUSED
8 38
340a) —;b)15;¢c) —.
)3 ) ) 3

Integreerimisvotted méératud integraali korral.

1
NAIDE 3.21. Muutuja vahetus méasratud integraalis. Leida integraal. f 8x(x2+1)dx
0

Kasutame muutjavahetust ja vitame uueks muutujaks u =x2 + 1. Siis du =2xdx ja
f8x(x2 + 1)3dx:f4u3du =ut

Integreerimisrajad 0 ja 1 olid suuruse x véirtused. On vdimalik tagasi minna muutujale x, arvestades et u* =(x? +1)* ja otsitav

madratud integraal sellisel juhul
1

f8x(x2 +1)3dx=(x?+1)*
0

1
=16-1=15
o
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Teine vdimalus on teisendada mératud integraali rajasid. Arvestades et u =x2+1, saame et u(0) =1ja u(1) =2 ning vdime

madratud integraali vaértuse leida muutujale x tagasi minemata:

1 2

2
f8x(x2+1)3dx:f4u3du:u4 =24-14=16-1=15
0 1

1

Muutuja vahetus méératud integraalis

u(b)

f g(u) — dx f g(u)du

u(a)

e
NAIDE 3.22. Muutuja vahetus méératud integraalis. Leida integraal f ln_xd
X

Votame uueks muutujaks u =Inx. Siis du =— dx, u(1)=In1=0 ja u(e) =Ine=1. Niiiid

flnxd fudu:lu 7_(1 0)7_
0
1
Ositi integreerimine méiaratud integraalis
b p b
fud\/:uv —fvdu
a “ a

e

NAIDE 3.23. Ositi integreerimine méératud integraalis. Leida integraal f xInxdx.

Kuna tegur x on lihtsalt integreeritav ja tegur Inx lihtsustub tuletise V6tmisel, on kasulik proovida ositi integreerimist.

Olgu dv =xdx, siis v = %x . Teine tegur u =Inx ja vastavalt du = —dx. Niitid ositi integreerimise valemi pdhjal

X
fxlnxdx:ilenx —ifledx:ilenx —lfxdx:
d 2 1 2 X 2 1 2 4
dermy -y oo Lerme-Le2| [ Loy - L2 -
2 4 h 2 4 2 4
:le2_le2+l:l(ez+1)
2 4 4 4
ULESANDED
3.41 Leida jargmised méératud integraalid
4 ) 1
) [ L b) [——ds O [ o2 T
o V6t +1 L @1y 0
e+l 2
d)f e) —dx f)f(t+1)(t—2)9dt
x +1 ) vl 1
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e? e? 10
(1nx)2 h 1 . 2 1 0,2x
g){—x dx )[xlnxdx i) {( x +1)e % dx
5 3 3 4 3
j)f X dx k)f X dx 1)f5xex+2dx
) (x +1)? \ (x+2) \

3.42 Firma analiiiitikud on kindlaks teinud, et tootmismahu g korral on piirtulu MR (¢) =7 -3¢ -4q> tuh kr iihiku kohta ja
piirkulu MC(q) =5 +2q tuh krooni ithiku kohta. Kuidas muutub kasum, kui tootmismaht tduseb 5 iihikult 9 ihikuni?

11-¢q
VY14 -¢g
ithiku kohta ja piirkulu MC(q)=2 +¢ +¢?> tuh krooni ithiku kohta. Kuidas muutub kasum, kui tootmismaht tduseb 6 ithikult 10
tihikuni?

tuh kr

3.43 Firma analiiiitikud on kindlaks teinud, et tootmismahu ¢ korral vahemikus 5-st 13-ni on piirtulu MR (q) =

VASTUSED

3.41 a)%; b) 23

77 7 8 . . 1 56 5
——:¢) —d)3In2;e)e;f) ———;g) —;h)In2;1)451,398; ) In8 - —=1,5796; k) ——; 1) 10e°~1484.
1944 ) 6 ) )ef) 110 & 3 ) ) D 2 ) 225 )

3.42 viheneb 937,3 tuh kr 3.43 viheneb 296 tuh kr.

Pindalade leidmine méératud integraali abil

Vaatleme keerulisema piirkonna pindala leidmist méiratud integraali abil.

NAIDE 3.24. Pindala leidmine mé#ratud integraali abil. Leida sellise piirkonna A \
y
pindala, mis asub koordinaatteljestiku I veerandis joone y = 1 all ning on piiratud \
x
sirgetega y =x; y =0 jax =2 (joonis 7).
Otsitavat pindala saab leida kahe pindala summana, §=S, +S,. Pindala S, on 1F (1;1)
vahemikus [0; 1] joone y = x alla jadv pindala: y=X i N ~ y= l
1
P B : <.
Slzfxdxzax ) S, i S,
o
0 0 . >
| 0 1 2 x
Pindala S, on vahemikus [1; 2] joone y =— alla jaév pindala:
x Joonis 7

2
Szzf%dx:1n|x\
1

1
=In2-In1=1n2
o

Kogupindala

S:S1+S2:%+ln2:1,19

Toodud niites jagati keerulisem piirkond kaheks lihtsamaks piirkonnaks. Seda meetodit kasutatakse
ka siis, kui on vaja kahe kdvera vahelist pindala leida.
Jooniselt 8 on niha, et

S.18cp =Savcn ~Sabsa
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B

a) b) €)

Joonis 8 Pindala S on kahe pindala vahe

b b
Arvestades, et S, ., = f Sf(x)dx (joonis 8b)ja S, = f g(x)dx (joonis 8c), saame

a

b b b
S scp = f Ax)dx - f g(x)dx = f (fx) - g(x))dx

NAIDE 3.25. K&verate vahelise piirkonna pindala
Leida pindala, mis jadb kdverate y =x2 +1ja y =2x -2 vahele vahemikus x = -1 ja x = 2 (joonis 9a):

2
lx3—xz+3x] _l4 (13 =9
3 -1 3

2 2
S=[[x*+1)-(2x-2)]dx= [ (x>-2x+3)dx =
J J

3

| y=2x-2

Joonis 9 Koverate vahelise piirkonna pindala

NAIDE 3.26. Kdverate vahelise piirkonna pindala
Leida pindala, mis jadb kdverate V =X } ja y=x? vahele (joonis 9b).
Et leida integreerimisradasid, tuleb leida punktid, kus kdverad 16ikuvad. Selleks tuleb lahendada vorrand

x3=x2

x3-x2=0
x2(x-1)=0
x,=0 ja x,=1

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga



MAJANDUSMATEMAATIKA II 2.0sa

Integraalid

2.22

Arvestame sellega, et vahemikus 0<x<1 on x2>x? ja jirelikult selles vahemikus on joon y =x? iilevalpool joont y =x>.

Seega integraali all peab olema vahe x2-x3:

1
Sz{(x2 —x3)dx: %x3 —%x“

ULESANDED
3.44 Leida piirkonna R pindala kui
a) R on nelinurk, mille tipud asuvad punktides (-4; 0), (2; 0), (-2; 5), (1; 5);

b) R on piiratud joonega y =e ¥, joontega x =0 ja x = ln% ning x-teljega.;

¢) R on piiratud joonega y = iz,joontegay =xjay :%.;
x

d) R on piiratud joontega y, =7 -x ja y,=4x -x? ning sirgetega x = 1 ning x = 4;
e) R on piiratud joontega y, =6 -x ja y, =4 ning sirgetegax =0jax=>5;
f) R on piiratud joontega y, =x?-4x+8 ja ¥, =2x ning sirgetegay =0 jax =3;

2) R on piiratud joontega y, = 8 jay, :\/;c ning sirgetega y =0 jax =8§;
x

VASTUSED 3.44 a) 22,5; b) %; c) %, d) 4,5;¢)6,5; 1) 2—35; g) ca 10,88.

Miiratud integraali rakendusi

Kirjeldagu kaubavarude muutumist funktsioon ¢ (¢) ja olgu kaubaiihiku siilituskulud ajatihiku
jooksul ¢,. Liihikese ajavahemiku Az jooksul on siilituskulud c_ g (#) A¢, kus korrutis g (¢) At on

joone ¢(?) alla jddva ristkiiliku pindala. Summaarsed siilituskulud vahemikus [0;7,]on leitavad

médratud integraali abil
4 f

C=[cq@®)dt=c |q(t)dt
[roone]
A q9A

qAt C

Ny

,t tl
Joonis 10 Sailituskulud

At 1,

NAIDE 3.27. Siilituskulud

Toidukaupade miiiigiga tegelev firma sai kitte tellitud koguse, 10 000 kilogrammi, riisi. Iga kuu miiiiakse riisi 2000 kg. Kui

1 kg riisi sdilituskulu kuus on 1,2 krooni, kui suured on silituskulud viie kuu peale?
Lahendus:

Riisi kogus ¢ kuu pérast on
q(¥)=10000 -2000¢

Kogukulu C viie kuu jooksul on méiratud integraal radades 0-st 5-ni
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5 5

C-= f1,2q(t)dt: 1,2[(10000 -20007)dt =
0 0

5
= l,Z[lOOOOt— IOOOtz] =30000
0

Vastus: Viie kuu jooksul kulub siilitamiseks 30 000 krooni.

Puhas iilekasum (net excess profit). Firma on investeerinud kahte projekti. Investeeringud toovad
iga aasta kasumit vastavalt P, (f)ja P,(?) krooni aastas. Jirgmise N aasta jooksul toob investeering 2

aastas rohkem sisse kui investeering 1: P,(1)>P,(t); ¢=0,...N.
Vahe P, () - P, (¢) nditab, kui palju toob investeering 2 aastas rohkem kasumit kui investeering 1.

Maiiratud integraal sellest radades # = 0 kuni # = N annab meile puhta {ilekasumi P*, mille vérra N
aasta jooksul investeeringu 2 poolt saadud kasum iiletab investeeringu 1 poolt saadud kasumit:

N
P* =[(P2(t)—P1 (1)) dt
0

NAIDE 3.28. Puhas iilekasum
Olgu meil kaks investeerimisplaani. Esimene annab aastas P, (f) =50 + t?

tuhat krooni kasumit ja teine plaan toob kasumit P, (f) =200 + 5¢ tuhat krooni

aastas. Leida
a) mitme aasta véltel on teine investeering kasulikum kui esimene;
b) kui palju annab teine inveteerimisplaan selle aja jooksul kasumit rohkem,
vorreldes esimese investeeringuga.
Lahendus.
a) Selleks et leida, mitme aasta viltel on teine plaan kasulikum kui esimene,
leiame ajahetke, millal kasumid saavad vordseks (joonis 11).
Py =P,
50 +¢2=200 +5¢
t2-5t-150=0 t, aastad
t=15 (¢t=-10 ei sobi)

200

P, tuh kr aastas

Joonis 11

Vastus. Teine investeerimisplaan on esimesest kasulikum 15 aasta viltel.

b) Kui palju toob vahemikus [0; 15] teise plaani alusel tehtud investeering puhast iilekasumit, on leitav méératud integraali abil:
15 15
f [P,(t)-P,(t)]dt = f [(200 +57) - (50 +¢2)]dt=
0

0
15

:f(150+51—t2)dt:
0

5 1 15
150t +=¢>-—¢3| =1687,5
23,

Vastus: Teise investeeringu poolt saadav puhas iilekasum on esimese 15 aasta jooksul 1687,5 tuh. kr.

Toopingi kasutamisel saadav puhastulu (net earning) ajavahemiku A¢ jooksul on selle aja jooksul
seadme kasutamisel saadud tulu miinus tegevuskulud selle aja jooksul (t66tasu, seadmete hooldus,
energiakulu).
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NAIDE 3.29. Seadme kasutamisel saadud puhastulu
T66pink, mida on kasutatud ¢ aastat, annab aastas tulu R (f) =5000 -20¢> P kr A

krooni. Tegevuskulud on C(#) =2000 +10¢> krooni aastas. Leida

a) kui kaua toob seadme kasutamine kasumit;

b) kui suur on selle aja jooksul seadme poolt toodetud puhastulu? 5000
Lahendus (vt joonis 12).

a) Selleks et leida, mitme aasta viltel on seadme kasutamisel saadud tulu

suurem kui kulu, leiame ajahetke, millal tulu ja kulu saavad vordseks:

5000 -20¢%=2000 + 10¢>

R = 5000- 20¢*

TC = 2000+ 10/

302 =3000 |
£2=100 0 10 ‘tistad
t=10 ?
Joonis 12

Vastus: Todpingi kasutamisel saadud tulu on kuludest suurem esimese 10 aasta viltel.

b) T66pingi kasutamisel 10 aasta viltel saadud puhastulu on méératud integraal:

10 10
f [R(1) - C()]dt = f [(5000 -20¢%) - (2000 + 10¢2)]dt=
0 0

10

10
=f(3ooo —30t2)dt—[3000t— 10t3} =20000
0
0

ULESANDED

3.45 Alates juulist vihenevad paikesekreemi varud eksponentsiaalselt, iithe nddalaga oli miiiidud 15% esialgsetest varudest.
Leida péikesekreemi séilituskulud juulist augustini (8 nédalat), kui 1 kreemikarbi sdilituskulud on 15 senti nddalas ja juuli algul
on laos 500 karpi paikesekreemi.

3.46 On teada, et investeerimisplaan A annab aastas kasumit P, =100 + ¢ tuhat krooni ja investeerimisplaan B toob kasumit
P, =220 +2¢ tuhat krooni aastas, kus ¢ on aeg aastates. Leida

a) mitme aasta véltel on plaan B kasulikum kui plaan A;

b) kui palju on plaani B korral selle aja jooksul saadud kasum suurem kui plaani A korral.
3.47 To66pink, mida on kasutatud ¢ aastat, annab aastas tulu R(f) =6025 - 10¢2 krooni. Tegevuskulud on C(f) =4000 +15¢>
krooni aastas. Leida

a) kui kaua toob seadme kasutamine kasumit;

b) kui suur on selle aja jooksul seadme poolt toodetud kasum.
3.48 ¢ tundi peale to6pdeva algust toodab esimene t&dline g, (f) =60 -2 (¢ - 1)2 toodet tunnis ja teine t6dline ¢, (£) =50 - ¢
tthikut tunnis. Kui mdlemad saabuvad to6le kell 8.00 ja 16una on kell 12.00 , kui palju toodab esimene t66line enne 16unat
teisest rohkem.
3.49 Laekumised heategevusfondi on R (¢)=6537e "' krooni nidalas, kus # on nidalate arv alates praegusest. Viljamakseid
prognoositakse konstantselt keskmiselt 593 krooni nidalas. Leida

a) mitme nddala viltel iiletavad lackumised viljamakseid;
b) Kui palju on selle ajaks fondi raha jadnud?

VASTUSED 3.45 335 kr 3.46 a) 12 aastat, b) 1,008 milj kr. 3.47 a) 9 aastat; b) 12150 kr. 3.48 29,3 iihikut. 3.49 a) 8 nidalat,
b) 15069 kr.

Tarbija maksevalmidus ja hinnavaru

Olgu meil hiivise hind p, ja sellele vastav ndutav kogus ¢,. Korrutis p, g, on siis rahasumma, mida

koik tarbijad kokku on ndus selle hiivise peale kulutama. Graafikul véljendab seda vastava ristkiiliku
pindala (joonis 13a). Kui hinda langetada vdirtuseni p,, siis ndutav kogus suureneb viirtuseni ¢,
(joonis 13b). Korrutis p, Ag on rahasumma, mida tarbija on ndus maksma tdiendava koguse Aq eest

(joonis 13c¢).
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PA PA A
i |
Py I 20
1 1
P> : P |- -
: PAg
1
0 g >q 0 q q, >‘] 0 ¢ AN q2>q
a) b) ©)

Joonis 13 Tarbija kulud

Kui me vaatleme hinda ja kogust kui pidevaid suurusi, siis ndudluskdvera p =f(q) alla jddva
piirkonna pindala on télgendatav kui rahana, mida tarbija on ndus maksma koguse ¢,, tarbimise eest

(joon. 14). Seda nimetatakse tarbija maksevalmiduseks (willingness to pay):
99

TMV=fp(q)dq
0

Kui kasulikkust modta rahatihikutes, vdib seda tdlgendada ka kui tarbija kogukasulikkust koguse ¢,

tarbimisel.

p't\< »

Tarbija
maksevalmidus

>

0 9o q 0 9o q

Joonis 14 Tarbija maksevalmidus

NAIDE 3.30. Tarbija maksevalmidus

Olgu hiivise ndudlusfunktsioon p(q) =4(25-¢?), kus p on hind kroonides ja ¢ ndutav kogus. Leida, kui palju on tarbija valmis

maksma 3 tihiku tarbimise eest.
Lahendus.

Tuleb leida ndudluskodvera alla jddva piirkonna pindala vahemikus [0; 3]. Selle leidmiseks kasutame méératud integraali:
3 3

3
MY = [ p(@)dg = [4(25 —q2)dq4[25q —%f]o 264
0 0

Vastus: Toodud ndudlusfunktsiooni korral on tarbija maksevalmidus 3 ithiku tarbimiseks 264 krooni.

Turukonkurentsi korral on tarbijate poolt tehatavad tegelikud kulutused enemasti viiksemad kui
nende maksevalmidus. Erinevust maksevalmiduse ja tegelike tarbimiskulude vahel néitab tarbija
hinnavaru (consumer surplus). See kujutab endast kasulikkust, mida nad said lisaks sellele, mille
eest nad maksid.
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tarbija | _ tarbija . tarbija
hinnavaru maksevalmidus tegelikud kulutused b

Kui hiivise tegelik hind on p,, siis tarbija hinnavaru on sellise Eﬂf::,?fm
piirkonna pindala, mis jadb noudluskovera p(g) alla ja ulatub ~ Po

kuni jooneni p =p,.

>

Selle pindala leidmiseks kasutame médratud integraali 0 @ q

Joonis 15 Tarbija hinnavaru
9y ')

f [p(q) -pyldq = f p(@)dq -pyq
0 0

99

90
- f (@) dq -pg,
0

0

Kui hiivise hind on p, ja ndudlusfunktsioon on p(g), siis tarbija hinnavaru
‘D)

THV = f p(@)dq -pyq,
0

NAIDE 3.31. Tarbija hinnavaru

Olgu hiivise ndudlusfunktsioon p(g) =100-0,5¢2, kus p on hind kroonides ja ¢ ndutav kogus. Leida, kui suur on tarbija
hinnavaru, kui praegu on hiivise hind 50 kr.

Lahendus: Kui hind on p,, =50, siis sellele vastava ndutava koguse leiame vorrandist

50=100-0,5¢,
0,5¢, =50

qq =100
q,=10

Tarbija hinnavaru leidmiseks kasutame méaératud integraali:

4o 10
THV:fp(q)dq ~Pod, = :f(IOO -0,5¢%)dgq -50-10 :[10061 - 055
0 0

10
q3] ~100=650
0

Vastus: Tarbija hinnavaru hinna 50 kr korral on 650 krooni.

ULESANDED
3.50 Leida tarbija maksevalmidus koguse g, tarbimisel, kui

a) ndudlusfunktsioon on p(q) = _ 300 ja g, =>5 iihikut;

(0,1g+1)

b) ndudlusfunktsioon on p(q) = 300
4q+3

¢) ndudlusfunktsioon on p(g) =50e ~*%44 ja g, =15 tihikut.

ja g, =10 ihikut;

3.51 Leida tarbija hinnavaru hinna p, korral, kui
a) ndudlusfunktsioon on p(g) =150 -2¢ -3¢? ja P, =117 krooni;

b) ndudlusfunktsioon on p(q) = ja py =20 kroonti;

0,5 +2

-0,04¢

¢) ndudlusfunktsioon on p(g) =30e ja p, =10 krooni;

3.52 Kauba ndudlusfunktsiooniks on p(q) =124 - 2¢ ja kulud ¢ iihiku tootmisel C(q)=2¢>-59¢g2 +4q +7600. Leida
a) millise koguse juures on tootja kasum maksimaalne;
b) tarbija hinnavaru hinna korral, mis vastab maksimaalsele kasumile.
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3.53 Olgu ndudlusfunktsioon D(g) = 1—62 -3 ja pakkumisfunktsioon S(gq) = % (g +1). Leida tarbija hinnavaru turutasakaalu
q +
korral.

VASTUSED
3.50 a) 1000 kr; b) 199,69 kr; c) 563,99 kr. 3.51 a) 63 kr; b) 1122,07 kr; ) 225 kr. 3.52 a) 20; b) 400 kr. 3.53 3,09 kr

Lorenzi kdver

NAIDE 3.32. Lorenzi funktsioon

98/99 §.-a- kevadesmestril polnud iildpilastele printimise limiite keshtestatud. Kokku prinditi sellel semestril 519 iilidpilase
poolt 17517 lehekiilge. Tabelis on toodud prinditud lehekiilgede jaotus ilidpilaste vahel. On néha, et 9,90% printitud
lehekiilgede arvust langes 0,39% tilidpilaste arvele ja 99,23% printimise mahust 37,96% -le iilopilastest. Kui kdik dlidpilased
oleksid printinud vordselt, vastaks iilidpilaste osakaal prinditud lehekiilgede osakaalule (tabeli viimane veerg)

Prinditud | .. . Ulidpilaste osakaal
. Ulidpilaste ~ . A
lehekiilgede osakaal vordse jaotuse 10
osakaal korral ’
9,90% 0,39% 9,90% 0.9
17,69% 0,77% 17,69% 8
23.85% 1,16% 23.85% = 07 & /
31,58% 1,73% 31,58% % 0.6 a
37.49%]  231% 37.45% 3 o0s JO&V 1
42,58% 2.89% 42,58% o 04
47,94% 3,66% 47,94% 2 03 /
53,04% 4.62% 53,94% B o2 N
63,20% 6,36% 63,20% 2 o tegehik @
73,95% 9,06% 73,95% B 00 eara R
82.47%|  12,52% 82,47% 70,0 02 04 0.6 058 1,0
91,36% 18,30% 91,36% o
99.23% 37.96% 99.23% prinditud lehekiilgede osakaal
100,00%| __ 50.48% 100,00%

Joonis 16 Printimine 98/99 6-a kevadsemestril

NAIDE 3.33. Lorenzi funktsioon

Tabelis toodud andmed néitavad, kuidas USA-s 1964 aastal jagunes farmerite kies olev maa farmerite vahel. (Algallikas:
Harry M. Sheley, “The distribution or Recources” UMAP Modules 1977: Tools for Teaching, Consortium for Mathematics and
Applications, Inc., Lexington, MA, 1978, pages 1-28.)

Osakaal kogu Osakaal
maaressursist [ koikidest B
omanikest T J
1) 1
0 0 g
0,1 0,025 & 08
0,2 0,050 § 0,6
0,3 0,075 =
0.4 0,10 g 04
0,5 0,13 § 0,2
0,6 0,18 2 0 - . " ' '
0,7 0,22 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,8 0,28 .
) 015 osakaal kogu maaressursist
1 1 Joonis 17 Maa jaotus farmerite vahel USA-s 1964.a

Majandust ja tihiskonna arengut késitlevate probleemide korral on tihti vaja uurida mingi ressursi
jaotust vaadeldavas kogumis. Néiteks kui suur osa toodangust toodetakse 25%, 50%, 75% tootajate
poolt, kuidas on antud tegevusala ettevitete summaarne kéive jagunenud ettevotete vahel, kuidas
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A
y=x 7
1 < N
/ p—
s B
7 =
7 )
e &
Q
/ ~—
, f:
-7 y=L) €
, =
s P
>
0 1 X

prinditud lehekiilgede osakaal x

Joonis 18 Tiiipiline Lorenzi kover Joonis 19 Printimise ldhendamine eksponentsiaalsete

mudelitega

jagunevad elanikkonna sissetulekud.

Lorenzi funktsioon L (x) on kasvav funktsioon vahemikus [0; 1], mis kirjeldab mingi
suuruse vOi ressursi jaotust kogumis.

Lorenzi funktsiooni argumendiks x on vastava ressursi osakaal kogu jaotunud ressursist ja
funktsiooni vairtuseks L (x) seda osa omajate osakaal kogumist. Lorenzi kdover on Lorenzi
funktsiooni graafik (joonis 18).

Gini indeks ehk ebavordsuse indeks on vordset jaotust kirjeldava sirge y= x ja Lorenzi kdvera
vahelise pindala kahekordne védrtus.

1
G=2|[x-L(x)]dx
l

Gini indeks on 0 maksimaalse vOrduse korral ja 1 maksimaalse ebavdrdsuse korral. Néditeks kui mingi
riigi elanikkonna kogu sissetulek ldheb iihele inimesele, on tegemist maksimaalse ebavdrdsusega. Kui
aga koik saavad tépselt tihepalju, on tegemist maksimaalse vordsusega ja Gini indeks on 0.

Markus:

1998. a. majandusalase Nobeli preemia sai professor Amartya Sen (Cambridge) uuringute eest sotsiaalse valiku, heaolu ja
vaesuse teemal. Oma teadustoddes toi ta vélja inimarengu kontseptuaalse raamistiku ning metoodika inimarengu modtmiseks,
kasutades selleks Lorenzi kdverat ja Gini koefitsienti.

ULESANDED
3.54 Leia Gini koefitsient jargmiste Lorenzi kdverate korral

a) L(x)=x2;
b) L(x)=x3;

c) L(x)= eex L

d) L(x)=2"-1
3.55 Naites 3.32 toodud prinditud lehekiilgede arvu jaotust vdib modelleerida kahes osas, joontega y =0,0038 e

¥=0,0002e 7% (joonis 19). Leida vastav Gini koefitsient.
3.56 Ndidata, et suvalise Lorenzi funktsiooni Gini indeksi vairtus jaib 0 ja 1 vahele.

4,405x ] a

VASTUSED
3.54 a) G:%;b) G:%c) G=1-2€"2 0 164:d) G=3 -2

e-1 In

~0,115.3.55 G=10,854



MAJANDUSMATEMAATIKA II 2.0sa Integraalid 2.29

Funktsiooni keskvédrtus

NAIDE 3.34. Keskmine Shutemperatuur
Et leida pdeva keskmist dhutemperatuuri, oleks meil vaja temperatuuri vaértusi erinevatel ajamomentidel. Kui 66sel kell 0:00
oli dhutemperatuur 8°C ja pdeval kell 12.00 17,5°C, siis nende andmete jargi tuleb keskmiseks temperatuuriks

8 +;7’5 =12,75°C. Kahe viirtuse pdhjal ei pruugi aga see tulemus kuigi dige olla, kuna me ei tea, milline oli temperatuur

teistel kellaacgadel. Et saada tdpsemat vairtust, tuleks keskmise ohutemperatuuri leidmiseks méarata temeperatuuri tihedamini,
vidiksemate intervallide tagant

Ohutemperatuur Tartus 18.apr. 2000.a. Saadaval

http://meteo.physic.ut.ee/ 20 LT TN
Kellaaeg ¢ Tempera- Kellaaeg t Temper 17,5
tuur 7 atuur 7

0 8,0 12 17,5 15
1 7,0 13 18,5 N\
2 53 14 19,0 12,5 ™~
3 6,0 15 19,5
4 6,2 16 19,5 10
5 5,4 17 19,0
6 6,5 18 18,5 7,5 \\
7 7,5 19 17,5 L
8 11,5 20 163 5 \/ N/
9 12,5 21 15,0 01234567 8 9101112131415161718192021222324
10 15,0 22 14,5 N
11 16,3 23 13,3 Joonis 20 Ohutemperatuur Tartus 18. apr. 2000

Tabelis toodud andmete pShjal keskmine temperatuur

23
7o IO T+t 7@ 1§ 715100
24 245

Et saadud vastus oleks veel tdpsem, tuleks temperatuuri registreerida veel sagedamini.

Funktsiooni keskmise vaituse leidmiseks mingis vahemikus [a; b], tuleb see vahemik jagada n
vOrdseks osaks laiusega Ax. Téhistades i-nda 16igu otspunkti x; ja sellele vastavat funktsiooni vaértust
f(x;), saame leida nende n véirtuse aritmeetilise keskmise

A S ) 1 8

ni=1

Vihendame 16ikude laiust, minnes iile piirile Ax-0. Siis

7-1im L Y fix)

Ax-0 N j=1

Et kasutada selle summa leidmiseks méératud integraali, tuleb meil avaldisse tuua vahemiku laius Ax

vt valem lk 17). Kuna Ax = b—a, siis 1_Ax ja
( J

n b-a
n n n b
F=1im LY f) = lim 2E Y ) =—— 1im ¥ fix) Ax- b—fa [fxrds

Ax-0 7 i-1 Ax-0b—a i b-aax-0io1
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Funktsiooni f{x) keskmise vairtuse leidmiseks vahemikus [a; b] kasutatakse méératud
integraali
b
- 1
=—— [ f(x)dx
Fee 1
Funktsiooni keskmise viirtuse geomeetriline tolgendus . A

y=Ax)
1 b )—; /—\
Fer [0y — N\

Vaatame veel valemit funktsiooni keskmise viirtuse arvutamiseks

&

Vasakul pool on korrutis, mida voib tdlgendada kui kdrgusega ¢ ja alusega b —a ristkiiliku pindala.

N

b
]’(b—a):ff(X)dx

X

Funktsiooni keskmine vairtus mingil 16igul on vdrdne sellise ristkiiliku kdrgusega, mille pindala
vordub funktsiooni graafiku alla jadva pindalaga.

ULESANDED

3.57 Leia funktsiooni keskmine véartus etteantud intervallil
a) f(x)=x; O0<x<4;
b) f(x)=2x-x% 0<x<2;
Q) f(x)=(x+2)*; -4<x<0;

d)f(x):%; l<x<2

3.58 Naites 3.18 toodud temperatuuri muutumist vdib ajavahemikus 9.00 kuni 24.00 kiillaltki tdpselt modelleerida kolmanda
astme poliinoomiga 7'=0,0075 £3-0,48687%+9,5302¢-39,399, kus 7 on aeg tundides alates keskdost. Leida

a) keskmine Shutemperatuur kella 9.00 ja 13.00 vahel

b) keskmine dhutemperatuur kella 20.00 ja 24.00 vahel
3.59 Lennujaama ilmavaatlusandmetel v3ib dhutemperatuuri muutumist 66péeva jooksul kirjeldada mudeliga
T(f)=-0,3t*+4¢+10, kus ¢ on aeg tundides alates keskoost. Milline on keskmine Shutemperatuur vahemikus 9.00 kuni
12.00?
3.60 Postitdotaja, kes on todtanud ¢ kuud, sorteerib posti kiirusega Q(f) =700 -400¢ ~ kirja tunnis. Milline on to6taja
keskmine postisorteerimise kiirus esimese kolme tookuu jooksul?
3.61 USA Rahvastikubiiroo analiiiis néitas, et ajavahemikul 1790.a. kuni 1960. a. on USA rahvaarvu vdimalik modelleerida
202,31

1 + 393803141
kuni 1799 on ¢ =0, aastatel 1900 kuni 1909 on ¢=11). Leida USA keskmine rahvaarv antud perioodil 0 <#<17.
3.62 Kiirtee operaatorfirma vaatlusandmetel voib litkumiskiiruse kiirteel tavalisel todpdeval vahemikus 13.00 kuni 18.00

arvutada valemist 1,6¢3 - 17¢2 +48¢ +32 (km/h), kus 7 on aeg tundides alates kella 13.00-st. Leida liiklusvoo keskmine kiirus

selle ajavahemiku jooksul.
3.63 Analiiiis néitab, et alates aasta algusest muutub loomaliha hind turul jirgmise mudeli jérgi:

p(£)=2,581%-5,72¢+54,81kr, kus ¢ on aeg kuudes alates aasta algusest. Milline on loomaliha keskmine hind 1. kvartalis?
3.64 Kasutades iilesandes 3.18 leitud mudelit osooni konsentratsiooni muutumise kohta Los Angeleses

L(#)=0,03y/-t>+16¢+36 +0,07 (osakest miljoni kohta), kus 7 oli aeg tundides alates kella 7.00-st, leida keskmine osooni
kontsentratsioon

a) vahemikus 7.00 kuni 12.00;

b) vahemikus 12.00 kuni 19.00.

logistilise mudeliga N(¢) = kus N on rahvaarv miljonites ja ¢ aastakiimned alates aastast 1790 (aastatel 1790

VASTUSED
3.57a)2;b) %c) %; d) In2 3.58 a) 16,2°C; b) 14,5°C 3.59 18,7°C 3.60 ca 493 kirja tunnis 3.61 60,68 miljonit

3.62 60,3 km/h 3.63 53,97 kr. 3.64 a) 0,32; b) 0,37
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Piratud integraalid

Integraali, mille iiks vo1 molemad rajad on 16pmatud, nimetatakse péaratuks integraaliks. Néiteks

integraalid } fx)dx, ? fx)dx, } fx)dx.

Kui />0, voib integraali f flx)dx geomeetriliselt tdlgendada kui sellise piirkonna pindala, mis on
kdvera f(x) all ja jadb sirgest x = a paremale (joonis 22a) . Sellise tOkestamata piirkonna pindala vdib
olla kas 10plik voi 16pmatu, sdltuvalt sellest, kui kiiresti f{x) ldheneb nullile, kui x 1dheneb

1dpmatusele.
, /\\ ) /\\

y=f) y=Ax)

S S*

a x a b X
a) b)
Joonis 22 Pératu integraal kui pindala

Vastava piirkonna pindala S leidmiseks voib kasutada jargmist votet. Algul leitakse pindala S* kuni
arvuni b ja siis lastakse véértusel b 1dheneda 16pmatusele (joonis 22b):

b
S=1imS " =lim f f(x)dx

booo booo

Funktsiooni f{x) pdratuks integraaliks poolvahemikus [a; «) nimetatakse piirvaartust

b-oo

}f(x)dx=lim }f(x)dx

Kui selline piirvaddrtus on olemas, siis 6eldakse, et paratu integraal koondub, vastasel juhul aga
pdratu integraal hajub.

NAIDE 3.35. Pifratu integraali leidmine. Leida integraal f iz dx.
x
1

Algul leiame médratud integraali radades 1-st b-ni ja siis vastava piirvaértuse:
b

fidx:nm L dx-1im
2
lx

hooo d x2 hooo

b
! :1im(_l+1):1
X1 b b

NAIDE 3.36. Pératu integraali leidmine. Leida integraal f ldx.
x
1

Algul leiame méératud integraali radades 1-st b-ni ja siis vastava piirvédrtuse:

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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=lim(Inb-In1)=limInd =

b b

dx hm dx lim 1n|x\

b b

Seega integraal f ldx hajub.
)X

Selgitame, milliste o vaddrtuste korral f iabc koondub ja milliste korral hajub.
1
Kui a# 1, siis médratud integraal

b 1 le—a‘b _ b 1-a B 1
[x l-ali 1-0 1-a

ning vastav péiratu integraal

dx ~lim ldx ~lim
l-a 1-a

pl e ] ) 1
b-w o x® b-oo

Kui a=1, siis médratud integraal

2.32

b 1 b
f—dx =lnx| =lnb
X 1
. o o 1 YA
Kui o> 1, siis lim b " *=0 ning f—dx= ,
b-oo x° o-1
s.t. integraal koondub.
Kui a<1, siis lim b ' *=c ning fidx:oo, 1r
baoo o
s.t. integraal hajub. a<l
. b a=1
. .ol : 1 : o>1
Kui a=1,siis [—dx=lim [ =dx=limInb =, 0 >
bowo s X beo 1 X
s.t. integraal hajub. .
Joonis 23

NAIDE 3.37.

Lahendus. Pératu integraali definitsiooni kohaselt

o

b
dx ;. dx .

f =lim f =lim arctan x

 Lax? beed 14x7 bo

=lim arctan b =~
0 b-o 2

Leitud integraal annab meile joonisel 24a) varjutatud piirkonna pindala.
Poolvahemikus (- e, ] defineeritakse pératu integraal analoogselt piirvéartuse kaudu:

[ f(x)dx= lim f £(x)dx

a— —oo
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Joonis 24

Vahemikus ( -e, ) defineeritakse piratu integraal eelnevate kaudu jargmiselt:

}f () dx = }f () dx + }f () dx

dx

1+x2

NAIDE 3.38. Piiratu integraali leidmine. Leida integraal [

Lahendus. Jaotame integraali kaheks, kus esimene on pératu integraal iile poolvahemiku (- «, 0] ja teine iile poolvahemiku [0;

oo);

o 0 oo
dx dx dx
f 1+x27f 1+x? +f1+x2

—% —% 0

Teine integraal on % (vt. ndide 3.37). Leiame esimese integraali:

0
f dx lim f dx lim arctan x| =arctan 0 - lim arctan a =0 —( ,E) -z
7m]+x2 av e 1+x2 a- - a a- - 2 2

Jarelikult

Leitud integraal annab meile joonisel 24b) varjutatud piirkonna pindala.

Pératute integraalide leidmisel tuleb vahetevahel leida piirvairtusi, mille korral on tegemist

madramatustega tiiiipi 9 ja = . Niiteks piirvadrtused /im T lim 2. Selliste piirvairtuste
0 o oo (1+x)° x-=e”

leidmisel kasutatakse L Hospitali reeglit.

Kui nii murru lugeja kui ka nimetaja piirvéértus on null (méddramatus tiitipi i), siis L’Hospitali reegli
0

kohaselt tuleb mdlemast leida tuletis ja seejérel leida piirvdirtus vastavate tuletiste jagatisest.

Samamoodi tehakse siis, kui nii lugeja kui ka nimetaja piirvairtus on « (madaramatus tiiiipi 3).

Sisuliselt vorreldakse lugeja ja nimetaja muutumise kiirusi.

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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L’Hospitali reegel.
Kui nii lim f(x) =0 kui ka lim g(x) =0, siis kehtib vordus:

tim L&) iy L&)
e X)) xee g(X)

Kui nii lim f(x) =~ kui ka /im g(x) =, siis kehtib vordus

tim L0 iy L&)
xee X)) xee g(X)

NAIDE 3.39. L’Hospitali reegli kasutamine. Leida piirvasrtus lim ad

em (14x)2

[e¢]

Kuna nii lugeja kui ka nimetaja piirvdértus on 10pmatus, on tegemist miadramatusega tiilipi — ja kasutame L’Hospitali reeglit
[e¢]

lim —%— ~lim — % ~Jim— =0

s (Lx)? xew (Lx)?)) e 242

NAIDE 3.40. L’Hospitali reegli kasutamine. Leida piirvasrtus lim ln_x
X=X

oo
Tegemist midramatusega tiilipi — ja kasutame L’Hospitali reeglit
e o]

lim 2% i 00" gy ¥ Vg 1

1
*
X0 x2 X- o (xz)/ X0 2x 2 X0 x2

Kui L’Hospitali reegli kasutamisel saadakse jille madramatus tiiiipi % vdi = , rakendatakse reeglit

[e ]

korduvalt.

Rahanduses tdhistab termin annuiteet iihesuurusi rahalisi makseid, mida tehakse mitmel jdrjestikusel
perioodil. Perpetuiteet on igavesti kestev annuiteet.

Vaatleme perpetuiteeti intresside pideva juurdearvestuse korral. Intresside pideva juurdearvestuse
meetodi korral on investeeringu tulevikuvéartus (Ioppkapital) ¢ aasta parast

K=ke™

kus 7 intressimédr aastas ja k olevikuvéartus (algkapital). Olevikuvéartuse leidmiseks kasutame siis
valemit

k=Ke " .
Leiame algul sellise investeeringu olevikuvéértuse, mis voimaldaks N aasta jooksul igal aastal vélja

votta summa S. Jagame N aasta pikkuse ajavahemiku alamldikudeks pikkusega Af ja ¢, tihistagu i-

nda 18igu algust. Kui me aastas tahame saada S krooni, siis i-nda ajavahemiku At jooksul peaks see
summa olema
K =SAt, .

Selleks tuleks aga iga i-nda ajavahemiku jaoks investeerida
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k.=K.e Thiog At.e i krooni.

Summaarne investeering, mis voimaldaks koikide ajavahemike jooksul vélja vitta summa K, on siis

N N
k=Y k=8Y e At
i=1 i=1

Kui ajavahemiku A¢, pikkust vahendada, siis

N N
k=S1lim Y e At =Sfe’”dt :

At;~0i=1

Kui soovime, et sellest investeeringust piisaks piiramatuks ajaks (N- ), siis on tegemist paratu
integraaliga:
N

k=Sfe’”dt=Slim e "dt==51im|<

N-o N-owl —F
0

N

0

-rt

- Slime "V -1)= -S0-1)=3 .
r r

V' N-o

Perpetuiteedi olevikuviirtus intresside pideva juurdearvestuse korral leitakse
valemist

k:§
r

kus S on iga-aastase makse suurus ja r aastane intressimaar.

NAIDE 3.41. Perpetuiteedi olevikuvrtus.

Rikas sponsor soovib toetada erakooli summaga, mis voimaldaks iga aasta teenida intresside pealt 80 tuhat krooni ja mis ldheks
kooli arvutiklasside hooldamiseks. Eeldades, et intresside arvutamisel kasutatakse pideva juurdearvestuse meetodit ning
intressimair aastas on konstantselt 10%, kui suure summa peaks sponsor koolile eraldama.

Lahendus. Kasutades perpetuiteedi olevikuvédértuse arvutamise valemit, kus iga aastane makse §=80000 krooni ja aastane
intreesiméér 7 =0,1 saame

k- 80?00 ~800000
Vastus: Toetuse suuruseks peaks olema 800 tuhat krooni.
ULESANDED
3.6;50 Leida jargmised paratud integraalidm
a)fédx b){édx c)f s 1
Z - 1)2 e) }Se 20y ) Zmdx
{ . +2 ) {xlnxdx
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3.66 Leida jargmised pératud integraalid
0

0 o
a) f e dx b) f dx c) f dx
. . (5-x) . (9+x?)
3.67 Leida jargmised pédratud integraalid. Kasuta L Hospitali reeglit.
o 0 o
a) fxze’xdx b) f2xexdx c) _dx
0 e L xy1+3x

3.68 Iga aastane perpetuiteedisumma on 24 tuh krooni. Kui intresside juurdearvestus on pidev konstantse aastase
intressimééraga 12%, milline on perpetuiteedi olevikuvairtus?

3.69 Praegu annab kinnisvara kasumit 100 tuh kr aastas ja iga aasta suureneb kasum 5 tuhande krooni vorra. Kui kasutada
kasumi leidmiseks perpetuiteeti ning intresside juurdearvestuse meetodiks on pidev juurdearvestus intressiméiédraga 10% aastas,
milline on kinnisvara praegune véértus?

3.70 Naiidata, et kui perpetuideedimakse on A + B¢, kus 4 ja B on konstandid ning ¢ aeg aastates, siis intresside pideva

juurdearvestuse korral on perpetuiteedi olevikuvaartus 4, ﬁ

r r2
L
3.71 See osa kdikidest patsientidest, kes jitkavad ¢ kuud peale oma esimest visiiti ravi saamist, on e 2°. Kui keskmiselt

lisandub kliinikule iga kuu 10 patsienti, kui palju on neid, kes on jadnud pikaajalisele ravile?
t

3.72 Haiglas viibiv patsient saab iga tund 5 ithikut ravimit. ¢ tundi peale doosi saamist on patsiendi veres alles f(f) =e '* osa

doosist. Kui ravimi manustamine on pikaajaline, kui mitu iithikut ravimit on patsiendi veres?
202,31

3.73 Ulesandes 3.61 kasutati USA rahvaarvu modelleerimiseks logistilist mudelit N(f) = o35 0310

, kus N on rahvaarv
l1+e

miljonites ja ¢ aastakiimned alates aastast 1790 (aastatel 1790 kuni 1799 on ¢ =0, aastatel 1900 kuni 1909 on ¢=11). Leida
USA keskmine rahvaarv, kui see mudel kehtiks piiramatu aja jooksul alates aastast 1799.

VASTUSED

3.65a) %; b) «, integraal hajub; c) «, integraal hajub; d) 1—10; e) i; f) %; g) o, integraal hajub; h) 2; 1) «, integraal hajub.
e

2
3.66 a) %; b) %; c) % 3.67a)2;b)-2;¢) 1n% 3.68 200 tuh. kr. 3.69 1,5 milj. kr. 3.71 200 3.72 50 iihikut. 3.73 202,31 milj

Maiiratud integraali numbriline arvutamine

Integraali numbrilist arvutamist kasutatakse mitteelementaarsete integraalide korral, samuti ka

elementaarfunktsioonides viljenduvate integraalide ligikaudsel leidmisel.
b

Nagu eespool ndidatud, on méératud integraal f f(x)dx vordne funktsiooni f(x) graafiku alla jadva
pindalaga vahemiku a-st b-ni. Selle pindala ligikaudseks arvutamiseks vdib vahemiku [a, b] jagada n
b-a

16iguks laiusega Ax = ning integraali vaartus on ligikaudu vordne vastavate ristkiilikute

pindalade summaga

y
b A
f f(x)dx=f(x,)Ax +...f(x,) Ax
a ~——
Ristkiilikute kasutamine vdimaldab saada head tulemust
vaid kiillaltki suure arvu ristkiilikute korral. Seepirast —_ x x x b—x>x
1 2 i i+1 Ay

kasutatakse praktikas teisi lahendusmeetodeid. Alljargnevalt

vaadeldakse neist tihte. Joonis 25 Kdvera alla jidva pindala
lahendamine ristkilikutega
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y y
A A
Ax) - f(xiip)
y=Ax) — y =fx)
S g
X » X b b=x>x YAy X "x
a) b)

Joonis 26 a) Kdvera alla jddva pindala ldhendamine trapetsitega. b) i-s trapets
Arvutuse tdpsus suureneb oluliselt, kui kasutada ristkiilikute asemel trapetseid (joon. 26a).
Detailselt on i-s trapets kujutatud joonisel 26b.Trapetsi v3ib jagada ristkiilikuks pindalaga
S =f(x;, ) Ax
ja kolmnurgaks pindalaga
1
Sa = 5 [fCe) ~fCx; )] Ax

i-nda trapetsi pindala on nende kahe pindala summa

S;=85+8a =f(x;.)) AX“L%[]F(XI') _f(xml)]Ax:%[f(xi) “fx. )] Ax

2.37

Kovera alla jdédvate trapetsite kogupindala on ligikaudu kdvera y = f(x)alla jadva piirkonna pindala ja

seega vastava madratud integraali ligikaudne viirtus:

b
[0 = L) ) A2 05) ) AT 5t L(,) 21, )] A -
“AX[2f0) 4105 e 2 15,) + 2 f X, )

Arvestades, et Ax = b-a

, saame valemi méiératud integraali ligikaudseks leidmiseks.
n

Trapetsvalem méadratud integraali ligikaudseks arvutamiseks

b
[ =22 2 p) fy) +f )+ 215, )
g n [2 2

) b-a
Mida suurem on #n, seda vdiksem on samm Ax =

n
pool olev summa antud integraali véértuse.

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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2
NAIDE 3.42. Trapetsvalemi kasutamine Leida integraal f la’x.
x
1

2 ;)1 =0,1 ning 1dikude otspunktid

Jagame 16igu [1; 2] 10-ks osaldiguks. Siis Ax =

x,=1; x,=11; x;=1,3;...;x,,=1,9; x,, =2

Trapetsvalemi pdhjal

R gt vt ~0,693771

+_l_.+ + +
14 15 1,6 1,7 1,8 19 2 2

+

2
fldx:()’l l-l+_+L+L
| x 21 11 12 13

Kui arvutada vastav médratud integraal, kasutades integreerimist, saame

1
f—dx:ln\x\
lx

2
=In2~0,693147
1

Trapetsvalemi kasutamine antud integraali leidmisel annab 7z =10 korral dige vastuse kahe tiivenumbri tipsusega.

Vahe miidratud integraali ja trapetsvalemi abil leitud summa vahel on trapetsvalemi jaiakliige

b
R,= [£0)dr ==L 1fx) +2f(x) +..2215) 45, )]

2

R on viga, mille lisamisel trapetsvalemist arvutatud ligikaudsele vairtusele saame integraali
b
f flx)dx tapse védrtuse. Selle jddklitkme hindamiseks kasutatakse jairgmist valemit.
a
Kui M on funktsiooni teise tuletise absoluutvéértuse maksimumvédrtus 16igul [a; b],
M =max |f"(x)], siis
as<x<b
M (b-a)?
122

R

n

NAIDE 3.43. Trapetsvalemi jaikliikme hindamine
2

Leiame jadkliikme hinnangu integraali f ldx arvutamisel trapetsvalemi abil, kui n = 10.
X
1

Arvestades, et f(x) = l, leiame teise tuletise avaldise: f/(x) = - % ja fl(x) = % Vahemikus [1;2] on vastav
x X X

maksimumvairtus |f”(1) | =2. Arvestades, et M=2, a=1, b=2 jan= 10, saame jaikliikme hinnanguks
22-1)°
12-10?

R <

n

=0,00167

2

2.38

See tdhendab, et viga, mille me teeme, kasutades integraali f l dx arvutamisel trapetsvalemit n = 10 korral, ei ole suurem kui
X
1

2 2
0,00167. Néites 3.42 leidsime trapetsvalemi abil, et f la’x ~0,693771ja integreerimist kasutades , et f la’x ~0,693147. Viga
X X
1 1

10,693147 -0,693771| =0,000624<0,00167 .

Kasutades jadklitkme hindamise valemit, on voimalik otsutada, kui mitut osaldiku ehk sammu on

vaja trapetsvalemi korral kasutada, et saada etteantud tépsusega tulemus.
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NAIDE 3.44. Osaldikude arvu méiiramine trapetsvalemi korral.
2

Leiame, kui mitmeks osaks on vaja intervall [1; 2] jagada, et trapetsvalemi kasutamisel integraali f ldx arvutamisel oleks
X
1

viga viiksem kui 0,00005.
Eelmises néites 3.43 leidsime, et M =2, a=1 ja b=2. Jadkliitkme hindamise valemist
R < 22-1)3 _ 1
12-n2 6n’
Seega n jaoks peab kehtima tingimus
s <0,00005
6n’
2> ;
6-0,00005

N I S 57,74
6:0,00005

Viikseim tdisarv, mis seda tingimust rahuldab, on 58. Seega antud tépsuse saavutamiseks tuleb vahemik jagada 58-ks
sammuks.

ULESANDED
3.74 Leida miératud integraal, kasutades trapetsvalemit.
2 1 0
a) fx2dx; n=4 b)f dx; n=4 c) f\/l +x2dx; n=4
1 +x?
1 0 -1
1 6 1 3 1
2
d)fe’x dx; n=4 e)f—dx;nle f)f—dx;n:4
0 4 VX y x-1

3.75* Leida, mitut osaldiku on vaja trapetsvalemi kasutamisel, et viga oleks vdiksem kui 0,00005
3 2 24
1 1
a) |—dx b) [—dx c) | edx
[ X { Vx lfz

3.76 Rallisoitjate spidomeeter oli rikkis ja niitas vaid kiirust, ei ndidanud aga ldbitud teepikkust. Et hinnata, mitu kilomeetrit
nad ldbisid kella 12.00 ja 13.00 vahel, mérkis korvalistuja iiles auto kiiruse iga 5 minuti jérel.

Minutid peale kella 12.00] 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Kiirus, km/h|[ 72 77 69 62 88 96 96 88 80 107 93 72 78
Kasutades trapetsvalemit, hinnata selle aja jooskul rallisditjate poolt ldbitud teepikkus.

3.77 Tabelis on toodud Hiina rahvusliku kogutoodangu (RKT) juurdekasv ajavahemikul 1979 — 1992 (miljardites dollarites)

1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992
38 39 20 42 51 72 63 41 55 54 19 28 35 12

a) Leida keskmine juurdekasv aastas, kasutades trapetsvalemit.

b) Leida keskmine juurdekasv aastas, kasutades aritmeetilist keskmist.

VASTUSED
3.74 a) 2,344; R,<0,0104;b) 0,7828; R,<0,0104; c) 1,1515; R,<0,0052d) 0,7430; R,<0,0104¢) 0,899074; R ,<0,00015

105
1) 0,2045; R,<0,005.3.75 a) 164; b) 36; ¢) 179 3.76 83,6 km 3.77 a) 41,8 mlrd $ aastas; b) 40,6 mlrd § aastas.
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4. DIFERENTSIAALVORRANDID
Diferentsiaalvorrandi moiste

Diferentsiaalvorrand on vorrand, milles otsitavaks on funktsioon y (x) ning mis seob
seda funktsiooni tema tuletistega y’/, y”, ..., ™ ning argumendiga x. Uldiselt
téhistatakse diferentsiaalvorrandit kujul

F(x,y,y’,y//,...y(”))zo

Diferentsiaalvorrandi jark on diferentsiaalvorrandis esinevate tuletiste korgeim jérk.
Diferentsiaalvorrandi aste on vorrandis esineva korgeimat jérku tuletise kdrgeim aste.

> Q =3x%+5, £ =kP I jarku, 1. astme diferentsiaalvorrandid
dx dt
4
> ( %) -5x°=0 I jarku, 4. astme diferentsiaalvorrand
X
> y"+y=4e* IT jarku, 1. astme diferentsiaalvorrand

2\ (a3’
> ( _y) +( _y] =75y IIT jarku, 5.astme diferentsiaalvorrand

kus otsitava funktsiooni y(x) tuletis on antud ilmutatud funktsioonina argumendist x. Selle vorrandi
lahendamiseks tuleb lihtsalt leida médramata integraal funktsioonist g(x):

y(x) = f g(x)dx

Eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrand

Diferentsiaalvorrandit tiilipi
dy _gX)
dx h(y)

nimetatakse eralduvate muutujatega diferentsiaalvéorrandiks, kuna selle lahendamiseks saab
muutujad eraldada (teine teisel pool vordusmérki) ja seejérel integreerida:

h)dy =g (x)d
[0 dy = [g(d

NAIDE 4.1. Eralduvate muutujatega diferentsiaalvdrrandi lahendamine. Lahendada vdrrand % :\/E.
X

Lahendamiseks eraldame muutujad
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ja siis integreerime

Ldopuks ilmutame otsitava funktsiooni y

Loy
dx

d d
DR |
dx

Vy
Q 3/)? dx

Vy

ﬂ:xx
[ I

2
2y12 =232

1 2 c
y:[§x3/2 +cl) , kus CI:E

Olgu suuruse Q(¢) kasvamise kiirus vordeline selle suurusega:

a0 _
dt k0

Lahendame vastava eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi:

a9
Q

=fkdt

InQ=kt+c
O=ektrceCokt

O=ce’;

Tahistades O, =0(0), saame et O, =c, e 0=

kus ¢, =e*

c¢,ning lahendiks on funktsioon kujul

() :Qoe o

vaartusega Q:

kus 0, =0(0).

Eksponentsiaalne kasv ja kahanemine
Suurus Q(¢) kasvab (kahaneb) eksponentsiaalselt, kui selle kiirus on vordeline suuruse

490 _
dt k0

(kui />0, on tegemist kasvamisega, kui £<0, kahanemisega). Sellisel juhul kirjeldab
suuruse Q soltuvust ajast eksponentsiaalne mudel

0() =Q0€ o
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Olgu meil p hiivise hind ja S(p) ning D(p) vastavalt pakkumis ning ndudlufunktsioonid. Evansi
hinna korrigeerimise mudel on diinaamiline mudel, kus hind, pakkumine ja ndudlus sdltuvad ajast.
Hinna muutumise kiirus on vordeline ndutava koguse ja pakutava koguse vahega:

dp
L _r(D-5),
” (D-S)

kus k on positiivne konstant. Vaatleme iiht konkreetset néidet selle mudeli kohta.

NAIDE 4.2. Hinnakorrektsioon
Olgu meil nii néudlusfunktsioon kui pakkumisfunktsioon lineaarsed, D (p) =8 -2p ja S(p) =2 +pja olgu hinna muutumise

kiirus vdrdeline, ndudluse ja pakkumise vahega, % =k(D-S)
t

Leiame hinna sdltuvuse ajast, kui p(0) =5 ja p(2) =3
d
L =KD =) =KI(8~2p) -2 +p)] =K(6 -3p)

Peale muutujate eraldamist voime vorrandi mdlemaid pooli integreerida:
6“_1—1;0 - [kds
—%ln |6-3p| =kt +c,

3In|6-3p|=-3kt-3c,

6 - 3[7 —e -3kt -3¢, —e ,3k[e -3¢,

3kt 3¢

6-3p=ce™, kus c=e

1 -3k
=2-—ce
P73

Jargmisena médrame konstandi védrtuse, arvestades et p(0) =5

5:2—16‘60
3
5=2flc
3
c=-9

Asetades konstandi viirtuse hinna avaldissse, saame p(f) =2 +3e ¥,

Jérgmisena on vaja médrata konstandi k véddrtus. Arvestades, et p(2) =3:

3=2+3¢ %2 A
3=2+3¢ P
e -6k _ l
3
~6k=Int
3
It -
f=—2~0,1831 0 >
,6 ¢
Jarelikult hinna sdltuvus ajast on p(f) =2 +3e 109867, Joonis 27 Hinna korrektsioon

Jargmisena uurime, mis juhrub hinnaga piiramatu aja jooksul, kui #- . Arvestades, et lime "%*/=0 saame, et limp =2.
t-o0 oo
Kui asetame selle vaartuse ndudluse ja pakkumise funktsioonidesse, ndeme, et tegemist on tasakaalu hinnaga: ndudlus ja
pakkumine on sellise hinna korral vordsed :
D(2)=8-2-2=4
S2)=2+2=4

Jarelikult kiillalt pika aja jooksul 1dheneb hind turu tasakaaluhinnale.
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ULESANDED
4.1 Lahendada jargmised diferentsiaalvdrrandid
a)Q:3x2+5x—6 b)Q:3y C)Q:ey
dx dx dx
_ 5
d) dy _x e) dy _ 5t dy_t°
dx y dt y dr 4
4.2 Lahendada jargmised diferentsiaalvorrandid
a) x2dy -y*dx=0 b) Q+ﬂ:0 ¢) (x+5)dy-(y+9)dx=0
y X
d) dy =3x2ydx e) 23+ 1)dy+x2(y3-5)dx =0

4.3 Olgu ndudlus- ja pakkumisfunktsioonid lineaarsed, D (p) =a -bpja S(p) =r +sp, kus p on hind ning a, b, r, ja s
positiivsed konstandid. Lisaks eeldame, et hind sdltub ajast ¢ ning hinna muutumise kiirus on vordeline ndudluse ja pakkumise

vahega, —fk(D S).

a) Leida hinna sdltuvus ajast p(?).
b) Uurida, mis juhtub hinnaga piiramatu aja jooksul, kui - .

4.4 Olgu [ rahvatulu ja D riigivolg ning sdltugu molemad ajast £. Majandusteadlane Evsey Domar, kes uuris riigivola
dD

. . N S . 1 . dl
modelleerimist, mérkis, et mdlema suuruse muutumise kiirus on vordeline rahvatuluga, s.t. . =al ja p =bl.
t t

a) Lahenda mdlemad diferentsiaalvorrandid ning esita suurused D(f) ja I(f)suuruste a, b, 1,=1(0)ja D;=D(0)

kaudu.

b) Domar uuris, milline on riigivola ja rahvatulu suhe

D(f)
(

t—oo,

VASTUSED

41a) y=x +%x2—6x+c b) y=ce>;c) y=-In(c-x);d) y=yx2+c;e) y=yc-5¢> f)y* t +c.42a)y=

3
b) y=<,c) y=c(x+5)-9;d) y=ce* e) y- +5 440) D(f) =0 (ef" 1) +D,, 1(t) =I,e"; b) lim =2
x x3+1 o 1(2)

Diferentsiaalvorrandi uld- ja erilahend

D@ _

asetamisel vOrrandisse tekib samasus.

Diferentsiaalvorrandi F(x,y,y’) =0 lahendiks nimetatakse funktsiooni y =y (x), mille

243

. Leia, mis juhtub selle suhtega piiramatu aja jooksul, kui

b
1+xc

Niiteks vorrandi y /=12y lahendiks on y =e !>, sest asetades viimase vastavasse vorrandisse, saame

y'=12y
(e 12x)/_12e12x
12¢'>=12¢1?

Aga selle vorrandi lahendiks on ka y =e "¢, kus ¢ on suvaline konstant:

y'=12y
(e 12X+C)/_ 12€IZX+C
12e12x+c 12612x+c

Nagu selgub, voib diferentsiaalvdrrandil olla 1dpmata palju lahendeid.

©Audentese Ulikool, 2007. Koostanud A. Sauga
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Diferentsiaalvorrandi F(x,y,y’) =0 iildlahendiks nimetatakse funktsiooni y = (x,c),
kus ¢ on suvaline kontant, mille korral on tdidetud jargmised tingimused

1) iga ¢ korral rahuldab y =@ (x,c) vorrandit F(x,y,y’)=0;

2) iga algtingimuse y(x,) =y, korral leidub c, nii et y, = @(x,,c)

Diferentsiaalvorrandi F(x,y,y’) =0 erilahendiks nimetatakse funktsiooni y =y (x),mis
saadakse tildlahendist y = (x,c) konstandi ¢ fikseerimisel.

NAIDE 4.3. Diferentsiaalvorrandi erilahend
Esimest jérku vorrandi

ildlahendiks on funktsioonide parv y = < , mida voib kontrollida asendamise teel.
X

Leiame erilahendi, mis rahuldab algtingimust y(2) = 1. Asetades algtingimusele vastavad vértused x, =2 ja y, =1

iildlahendisse, saame méérata konstandi:

_.
I
R SEES

Uldlahendi geomeetriliseks tdlgenduseks on koordinaattasandil asetsev joonteparv, mis sdltub iihest
suvalisest kontandist. Erilahendile vastab selle parve iiks joon, see mis libib algtingimustele vastavat
punkti.

ULESANDED
4.5 Leida jargmiste diferentsiaalvdrrandite iildlahend Kontrollida saadud lahendit
%) %:x3—3x2+5 b) ~0,02xy c) ~ k(80 )
X
d d d
d) = =y(1-y) Q) —-=e e e
V9 +x

4.6 Leida jargmiste diferentsiaalvorrandite erilahend, mis rahuldab lisatud algtingimust

a) ﬂ:5x4—3xz—2 ning y(1)=4 b) ﬂ:angy(o)zz
dx dx [ _y2
¢) ﬂ =e*"% ning y(0) =1n2 d) @ :xyly -9 ning y(-1)=4
e) dy X hing y(1) =100 f) sz ning y=5 ja % =3 kui x=0
dx y dx? dx
VASTUSED

;e) y—ln( %(ez"ﬂ:)) (D y=c(x+y9+x?)

2
4.6 a)y:xs—x3—2x+6;b)y:Zel’Vl”‘z;c) %ln( —2e*+6);d) In|y+yy*-9| :x?+1,39;e)y:\/2(xlnx—x+5001);f)

4.5 a)y:%x4—x3+5x+c;b)y:ceo’mxz;c)y:—ce’kx+80;d) y=
l+ce™

y=x2+3x+5.
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5. LOPMATUD READ

Rida on avaldis, mis koosneb l6pmatust jadast liidetavatest, rea liikmetest:

a, +a2+a3 +... +al.71 +al.+... ZZ a,
i=1

Rea esimese 7z litkkme summat nimetatakse rea n-ndaks osasummaks

n
SnZZ a=a +ta,+a;+..+a,
i=1

Vaatleme osasummasid s, ja suurendame arvu n:
S174
$,7a 14,
$37aTa, T a,

Kui arvu n suurendada 16pmatult, siis osasummad s, vdivad kas kasvada 16pmatult voi ldheneda
mingile arvule.
Niiteks l0pmatu perioodilise kiimnendmurru 0,3333.... voib esitada reana

3 3 3

0,333...=—+ +

10 100 1000

On aga teada, et selle 1dpmatu rea summa on arv —.
3

Kui eksisteerib 10plik piirvairtus
s=lims

- oo

siis seda nimetatakse rea summaks ja deldakse, et rida koondub

Kui piirvéirtust ei eksisteeri, siis rida hajub ja tal puudub summa.

Jérelikult rea koonduvuse voi hajuvuse kindlakstegemiseks on vaja leida avaldis #n-nda osasumma s,
leidmiseks ja siis leida selle avaldise piirvdartus 7 - co.

NAIDE 5.1. Rea koonduvuse uurimine
Uurime rea

iiJ 3,3, 3,3 .3,
= 100 10 10> 10° 10 100 1000

koonduvust. Osasumma

3.3 3 3.3

=+ 4+ +

"100 102 10° 10" 10
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Korrutame vorduse mdlemaid pooli teguriga %:

1 3 3 3 3 3

L —

—3S
10" 102 10° 10* 10" 10!

Lahutame niiiid esimesest vordusest teise. Selle tulemusel paremal pool enamik rea litkmetest koonduvad, jadvad alles vaid
kaks:

D3 3 31 .10
10" 10 1o 10( 107

Leiame saadud osasumma avaldise piirvadrtuse

Jarelikult

mida oligi oodata.

Eelmises ndites toodud rea korral oli kahe jarjestikuse rea litkme suhe konstante ja vordus L Sellist
10

rida nimetatakse geomeetriliseks reaks.

Geomeetriliseks reaks nimetatakse rida, mille iga litkkme ja temale eelneva liikme
suhe ¢ on konstantne:
a, a, a, a,
_— T = = Z—_ = = q
a4y 4, 44 4y
Geomeetrilise rea tildkuju on
Y agi=a+aqraq®+..
i=0
kus g#0.
Geomeetriline rida koondub, kui | g |<1. Selle nditamiseks teeme labi ndites 5.1 toodud arvutused
tildjuhul
Osasumma avaldises
n-1

2 n-2
=a+agqg+ + +
Sn a+taq+aq ...aq aq

korrutame moleamd pooled 14bi teguriga ¢

gs,=aq +aq’+..+aq" " +aq”

Lahutame niiid esimesest vordusest teise:
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. 1
(I-¢q)s,=a(l-q") ‘—
1-¢
g -ad-q"
n l—q

Viimane avaldis on tuntud geomeetrilise rea esimese # litkme summa.
1.Kui |g|<1,siis /im q"=0 ja

71— 00

MwﬂmM%quLa_w}:a

n-eo n-eo -q n-oo

Rida koondub
2.Kui |g|>1,siis lim g "=~ ja, lim s, =, rida hajub.

3.Kui g =1, siis real on kuju
a+a+at..
Sel juhul s =na ja lim s =, rida hajub.

4. Kui g =-1, siis real on kuju

a-at+ta-a-+...

ja osasumma
~J 0, kui n on paarisarv,
n a, kui n on paaritu arv.

Osasummal piirvairtus puudub, jarelikult rida hajub.

oo

Geomeetriline rida Y ag 'koondub, kui | ¢| <1 ja rea summa on
i-0

Y aq'=
i=0

l—q.

Kui |g|>1, siis rida hajub.

NAIDE 5.2. Geomeetrilise rea koonduvus

. — 3
Leida rea Z — summa.
n=0 7”

Kirjutame rea iildliikme vélja nii, et saaks méérata, mis on ¢ ja mis on ¢:

SR

n=0 7" n=0 7
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Niilid on ndha, eta=3jag= %< 1 ning vdime kasutada rea summa leidmise valemit a .3 .21

l-¢ ;.1 6

1
7

Vastus: E i 22.
n=0 7" 6

NAIDE 5.3. Geomeetrilise rea koonduvus
Leida rea Z (2] summa.

n=1

248

Kuna rea summa valemis algab summeerimisindeks nullist, tuleb minna iile uuele summeerimisindeksile 7, nii et i=0, kui n=1.

Jarelikult peab i=n-1 ja n=i+1 ning kirjutame rea {imber uue summeerimisindeksi 7 abil:

SRR

n=1 5 i=0 5 i=0 5 5

Niilid on néha, et a :% jag= %< 1 ning vdime kasutada rea summa leidmise valemit a -2 -z

—~(2)" 2
Vastus: E = ==.
el ( 5) 3

NAIDE 5.4. Geomeetrilise rea koonduvus

Oletame, et keskmiselt 90% rahvatulust 1dheb tarbimiseks ja 10% suunatakse séédstudeks. Kui palju suureneb tarbimine, kui

maksukoormust vihendatakse 40 miljoni krooni vorra ja tarbimiskalduvused jddvad samaks?

Esmane tarbimise suurenemine on 0,9-40 miljonit krooni. Kuna aga see omakorda suurendab sissetulekuid, siis teisene
tarbimise suurenemine on 0,9 (0,9-40) =0,9?- 40 miljonit krooni. See omakorda suurendab sissetulekuid ja nii edasi kuni

16pmatuseni. Loplik tarbimise suurenemine on

0,9-40 +0,9%-40 +0,9°-40 +.... =0,9-40(1 +0,9 +0,9 +..) =36 ¥ 0,9" =36 - —

n=0 )

=360.

Vastus: Tarbimine suureneb 360 miljoni krooni vdrra.

Perpetuiteet.

Leiame sellise investeeringu olevikuvéértuse, mis toob piiramatu aja jooksul igal aastal sisse summa

S. Olgu aastane intressimddr 7. Siis iga i -nda aasta jaoks on vaja investeerida summa £;:

1. aastal S=k (1+7) k, = S
(1+7)

2 S
2. aastal S=k,(1+r) ky=——
(1+ry

i-ndal aaastal S=k,(1 +r) k= Al
(IL+r)y

Et véljamaksed kestaksid piiramatu aja, peab investeeringu olevikuviitus olema summa

P S A :is( l)i

i-1 i=1 (1+r)y 71 l+7

Et saaksime kasutada I0pmatu rea summa valemit, peab meil summeerimine algama véértusest 0.

Selleks ldheme summeerimisindeksilt 7 {ile indeksile j =i -1
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o i-1 e j
k= S 1 :Z S 1
i1 1+r\ 1+r j=o 1+r\{ 1+r

Kuna intressimdédr on alati positiivne, siis

; <1. Kasutame lopmatu geomeetrilise rea summa
+r

valemit, kus tegur

1+7r S

9]
95)
+
~N
~ |4

IL+r o 1 l+r r

Perpetuiteedi olevikuviirtuse arvutamiseks saime sama valemi, mis intresside pideva juurdearvestuse
korral (1k 2.35).

Perpetuiteedi olevikuviirtus leitakse valemist

)

r

kus S on iga-aastase makse suurus ja  aastane intressimaar.

Olevikuvaartuse leidmisel nimetatakse intressiméira » ka diskontomaésraks.

NAIDE 5.5. Perpetuiteedi olevikuviirtus

Rikas sugulane Austraaliast soovib sulle pirandada summa, mis tooks piiramatu aja jooksul igal aastal sisse 25 000 krooni. Kui
diskontomair on konstantselt 10% aastas, kui suur peaks parandus olema.

Péranduse suuruse leidmiseks kasutame perpetuiteedi olevikuvéartuse arvutamise valemit

je=5 - 23000 _»50000

r 0,1

Vastus: Paranduse suurus peaks olema 250 tuhat krooni.

ULESANDED
5.1 Kirjutada jargmised summad, kasutades summeerimise siimbolit .
1 1 1 1 1 2 3 4 1 4 9 16
Q) —+t—+—Ft—+... b) —+=+=+—+... C) ———+——-——+
3 9 27 8l 2 3 45 2 3 4 5

5.2 Kontrollida, kas rida koondub, ja koondumise korral leida rea summa.

— [ 4)" — 2 —(3)"
a — b - c =
=0 53 =0
oy o Y, 5:0.9" ny >
n=2 (-4)" n=1 n-1 42
5.3 Kui tarbimiseks kulutatakse 92% sissetulekust, kui palju suurendab tarbimist maksukoormuse vihendamine 50 miljoni
krooni vorra?
5.4 Kui tarbimiseks kulutatakse 90% sissetulekutest ja valitsus soovib tarbimist suurendada 720 milj krooni vorra, kui palju
tuleks maksukoormust vihendada?
5.5 Ludvig kavatseb kindlustada oma tulevikku. Kui ta soovib, et peale pensionile jddmist makstakse talle (voi surma korral
tema périjatele) igal aastal 36 tuh krooni ja arvestada v3ib 5%-lise diskontomééraga, milline summa peaks pensionile jaddes
olema panka kogunenud? Kui ta praegu on 30-aastane ja pensionile kavatseb jaida 65-aastaselt, kui palju tuleks tal aastas
panka paigutada?
5.6 AS Kasvik kvatseb maksta jargnevatel aastatel iga aktsia pealt dividende 200 kr aastas. Kui aktsiate tuluméa#raks
prognoositake 15% aastas, milline peaks olema aktsia hind?
5.7 Néidata, et kui perpetuideedi makse ei ole konstantne, vaid kasvab igal aastal protsendimééra p vdrra, kusjuures
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kasvamisemaér on viaksem kui diskontomaéir, p<r, siis sellise muutuva perpetuideedi olevikuvéartuse saab leida valemist

k= S , kus S on perpetuiteedimakse esimesel aastal.

r-p
5.8 Enda ja oma jérglaste tuleviku kindlustamisel arvestab Ludvig inflatsiooniga ja soovib, et esimesel aastal peale pensionile
jaamist makstakse talle 36 tuh krooni ja igal jargmisel aastal makse suureneb 1,5%. Aastaseks diskontomédraks arvestab
Ludvig 5%. Kui suur summa peaks sellisel juhul pensionile jéddes pangas olema? Nouanne: kasutada eelmises iilesandes
toodud valemit.
5.9 *) Kreeka filosoof Zenon Eleast (495 — 435 e.m.a.) formuleeris hulgaliselt paradokse, nende seas ka nn “Jooksja
paradoksi”: “Jooksja ei suuda iialgi distantsi ldbida. Kui ta on ldbinud poole distantsist, jadb tal veel ldbida pool. Kui ta sellest
labimata jadnud distatnsist 1dbib poole, jadb tal sellest veel pool ldbida, ja nii edasi”. Kasutades 16pmatut rida, ndidata, et kui
jooksja kiirus on konstantne ja esimese poole distantsi labimiseks kulunud aeg on T, siis kogu distantsi 1&bimiseks kuluv aeg on
2T.

VASTUSED

> > o 2
51a)y L.p) Y 2 oY (-1)y'L— 5.24)5;b)3; ) rida hajub; d) 3 . ¢)45. 1) = 5.3 575 milj kr 5.4 80 milj
as1 3" 17 n+l 20 16

n=1

kr 5.5 720 tuh. krooni; 7972 kr 5.6 1333,33 kr 5.8 1,029 milj kr
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